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REsuME. — vy (1) étant donné, il existe un procédé théorique (Wiener,
Bertrandias) pour construire 1'une des nombreuses solutions f de
I’équation :

T

1 (T .
= li — t t+1)dt.
y(t)= lim 2TJ_Tf()f( )

Mais ce procédé tient compte trop exclusivement du comportement asymp-
totique de f quand T — oco. Dans la pratique, il est bon de trouver des
solutions f qui soient aussi localement définies. On en donne divers
moyens, qui ne constituent cependant pas tout a fait une doctrine cohé-
rente.

Mots clés : Fonctions de corrélation, fonctions pseudo-aléatoires.

ABsTrACT. — For a given y(t) a theory permit us (Wiener, Bertrandias)
to find solutions f of the equation

T

Y(t)= Lm «LJ F@ f@+r)ar
T-> o© 2T —-T

But this theory is too uniquely related to the behaviour of f at t= + co.

For the applications, it is useful to find solutions f which are together

locally and asymptotically defined. In this paper, some methods are indica-

ted, which are the approach of a coherent doctrine.
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504 J. BASS

Soit f(¢) une fonction définie pour tout ¢, nulle pour <0, bornée, a
valeurs réelles ou complexes. On appelle fonction de corrélation de f la
fonction :

y(1)= lim lJTf(t)f(er)dt. (1
TJo

T—-> ©

Je m’intéresserai aux cas ou cette limite existe et est une fonction continue
de 1. C’est une moyenne. Si I’'on représente d’une fagon générale par M
Popérateur de moyenne,

T — o

M( )= lim %LT( )dt,

on a
Y(@©=Mf(@) f (t+n).

|:Il arrive que, f étant définie pour tout réel, on appelle opérateur de

T

. . 1 .
moyenne I'opérateur M( )= lim — () dt. Dans ce qui suit, nous
T o -T

adopterons la définition (1):|.

On sait [3] que v (t) est une fonction de type positif. Il existe une mesure
spectrale positive @ telle que

[}
y@®=| €*do(x). @
Si @ est absolument continue, il existe une densité spectrale @, positive et
intégrable sur R, telle que :

Y@= f " e () dx. 3)

En particulier

v(O)=M|f|2=J @ (x) dx.
De (2), on déduit facilement que y(—1)=7 (1), |y (2)|<v(0).
Enfin, s’il y a une densité spectrale, lim y(t)=0.
Une fonction f ayant une densité spectrale est appelée une fonction
pseudo-aléatoire (dénomination introduite par J. Bass en 1959). On se pose
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FONCTIONS PSEUDO-ALETOIRES 505

la question suivante :

étant donnée une fonction y(t) qui a les propriétés d’'une fonction de
corrélation, peut-on trouver une fonction f dont elle provienne ?

Ce probléme ne peut pas avoir une solution unique. La formule (1) ne
définit f que par son comportement asymptotique. Si f est une solution,
toute fonction obtenue en modifiant f sur un intervalle borné est encore
une solution.

Lorsque 7y (7) est une série de Fourier-Bohr a convergence suffisamment
rapide, il est facile de construire des fonctions f. Si en effet

Y=Y g%  (4>0)
k

toute fonction de la forme

f (t) = Z \/a‘k eixk eimkt

répond a la question, avec des phases A, arbitrairement choisies. f (¢) est
presque périodique. On dit aussi que f a un spectre de raies.

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser au cas ou f est pseudo-
aléatoire. N. Wiener [8], puis J. P. Bertrandias [4], ont donné une méthode
permettant de construire explicitement une fonction f admettant y pour
fonction de corrélation. Elle consiste a construire une suite d’approxima-
tions périodiques de la densité spectrale @, et a leur associer une suite de
fonctions périodiques g, g,, ... On partage I'intervalle [0, + oo[ en une
réunion d’intervalle I, de plus en plus grands, qu’on peut choisir de telle
sorte que la fonction fégale a g, sur I, admette ¢ comme densité spectrale.

Cette méthode est bien adaptée au probléme posé. Mais elle ne s’intéresse
pas au comportement local de f, qui n’a pas d’influence sur les moyennes.
Or ce comportement peut avoir de I'importance. On peut par exemple
demander que f soit solution d’une équation différenticlle, et soit en
outre pseudo-aléatoire. Les propriétés asymptotiques de f sont alors la
conséquence des propriétés locales. Il est donc utile de chercher d’autres
solutions au probléme posé.

On pourrait se proposer de trouver f comme limite d’une suite de
fonctions f,, associées a des approximations de y. Posons

Yn(f)=% Zq)(%c)ei(k/n)r. (4)

Lorsque n — o0, avec peu de restrictions sur @, v, (t) tend, pour chaque T,
vers

y(r)=r ¢ (x) ¢ dx. @

Vol. 25, n® 4-1989.



506 J. BASS

Or v, (7) est la fonction de corrélation de

1 k\ ; :
Sn(O=— z \/@e‘ (k/n) t ik (m) )
SN

Supposons cette série absolument convergente. Est-il possible de choisir
les A, (n) de telle sorte que :

1° £, (¢) tende vers une limite £, au sens de la convergence simple;

2° f ait pour fonction de corrélation lim v, (t)?

n — oo
On sait par des exemples que cela est possible [3], mais on sait aussi
que, si une suite de fonctions f, tend vers une limite f, M f, ne tend pas

; . t , 1z
nécessairement vers M f |:exemple . f,(f)=cos ] Ce procédé semble
n

donc dépourvu de portée générale.
Je vais indiquer un certain nombre de procédés qui, dans biens des cas,
permettent de répondre a la question posée ci-dessus.

2. RAPPEL DE QUELQUES RESULTATS [3]

On sait construire des fonctions admettant comme fonction de corréla-
tion

Y@=0-|t)1(@) (©6)

ou 1(1)=1 si |t|<1, 1(r)=0 si |t|>1 et comme densité spectrale
()= —2 sin2 ¥
® nx? 2

Rappelons comment on peut procéder [2].
On donne une fonction 4 intégrable au sens de Riemann telle que

1 1
J h(x)dx=0, f |h(x)|*dx=1. @)
(4] o

On donne une suite de nombres réels u, doublement équirépartie sur [0,1].
Cela signifie que, quel que soit I'entier k>0, la suite {u,, u,,,} est
équirépartie dans le carré [0,1]%.

La fonction en escalier, nulle pour ¢<0, égale a h(u, pour
0<n<t<n+1, admet pour fonction de corrélation la fonction (6), qui
joue jusqu’a un certain point pour les fonctions pseudo-aléatoires le role
de la fonction e** pour les fonctions presque périodiques.

Ce résultat se préte a diverses extensions. Voici la plus remarquable.
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Soit toujours 4 une fonction satisfaisant a (7). Soit d’autre part r une
fonction réelle définie sur [0,1], non négative, bornée, telle que
1
r(z)dz=1.
0
On donne une suite z, équirépartie sur [0,1] et une suite u, doublement

équirépartie. On désigne par ¢, une suite telle que
nv 1~ L, =1(2,). ®
On démontre [3] que la fonction f(¢) égale a h(u,) si t,<t<t,,, est
pseudo-aléatoire. Sa fonction de corrélation y est égale a
0 si 1> sup r(2)

0=<z=s1 (9)

J [r(z)—1ldz si 0<t< sup r(2).
r(z)>r

0=z=1

Yy()=

Exemples. — (a) r(z)=1. On retrouve y(t)=1—1 pour 0<t<1.
(b) r(z)=2z. On trouve

y(v)= %(2—1)2 pour 0=<t<2

0 pour Tt=2.

4 1
¢ r(z)= - si O<z< —
(0 (2 3 5
2 |
=— si —<z<1,
3 2
On trouve
vy(r)=1-1 si Og‘rg%
2t g2 4
3 2 3 3
=0 si rgi
3

Dans ce cas, y(t) est une ligne brisée continue formée de deux segments.

2 1
Pour t=—, y(1)=-.
3 Y (v) 3

(d) r(z)=3z2%. On trouve

2
y()=1—1+ 732 pour 0<t<3

3.3
=0 pour t=3.

Voici une nouvelle extension du résultat précédent [3].

Vol. 25, n° 4-1989.



508 J. BASS

Conservons la formule (9) mais sans I’hypothése que r est bornée.
1

Supposons seulement que l'intégrale généralisée j r(z) dz existe. Alors la

0
formule

y(1)= [r(z)—1ldz (pour 1>0)
r(z)>t
définit toujours une fonction de corrélation, qui n’est autre qu’une fonction
de Polya (paire, continue, décroissante, convexe, tendant vers 0 a 'infini).
Si en effet on pose

s=r(2), z=p(), (10)
on a

y(1)= ~r(s—r)dp(s)=jw p(s)ds

v a donc presque partout une dérivée négative et décroissante.
Mais rien ne prouve que, pour une fonction r choisie, il existe effective-
ment une fonction f ayant y pour fonction de corrélation : il revient au

1
méme de dire que, si 7 est une fonction non bornée telle que J r(z)dz
(4]
existe, et z, une suite équirépartie, le théoréme de H. Weyl n’est pas

nécessairement satisfait.
L’égalité
1 o 1
lim — ) r(z,,)=f r(z)dz
N - o N n=0 0
n’est pas vraie en général. La fonction r étant donnée, elle dépend essen-
tiellement du comportement de la suite z,. On connait cependant des cas

ou il est possible d’associer des fonctions f'a une fonction r. Le plus simple
est celui ou

r(z)= —log z. (11

On démontre [3] que le théoréme de Weyl est vérifié par les suites z,=n0
(modulo 1), ou 6 est un irrationnel algébrique. Dans ce cas, on construit
la fonction f par le procédé indiqué plus haut. Elle a pour fonction de

1 _ - 1
corrélation e~ !*!, pour densité spectrale———— . On remarquera que
n(1+x2)

v () est une fonction a support non borné (}).

(*) On peut généraliser ce cas particulier. Voir par exemple [7].
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3. TRANSFORMATION PAR CONVOLUTION

On sait [3] que, si f, est pseudo-aléatoire et si KeL!, la convolution
=K xf, est pseudo-aléatoire. Si @, est la densité spectrale de f;, celle de

fest
=Ko, (12)
ou K est la transformée de Fourier de K, définie par J K (s) e** ds.
Ce résultat, associé au paragraphe précédent, permet de construire de
nombreuses fonctions pseudo-aléatoires.
Exemple : Fonction ayant pour fonction de corrélation
y()=/2me " (13)
pour densité spectrale
-x2/2

P(x)=e

Nous avons vu

Soit f, une fonction ayant pour densité spectrale T
X

comment on pouvait en construire. Posons
o 1 _
D= R@P—s, RE@=(1+x)12e 24, (14)
1+ x?

Alors
1 [ .
K@)=-—| (1+s})2e M isegy (15)
21 )_ o
est une fonction intégrable, non élémentaire, mais bien déterminée. Une
solution du probléme posé est

F(O=(K*0) ()= f " K (=) fy (x) .

Mais le résultat énoncé ci-dessus peut étre étendu au cas ou K est une
distribution, un cas intermédiaire étant celui ou Iintégrale

O
J‘ K (x) f, (t— x) dx existe en tant qu’intégrale semi-convergente.
— o0

Rappelons d’abord quelques propriétés des distributions pseudo-aléatoi-
res, d’aprés Vo Khac [5].

On dit que la distribution u est pseudo-aléatoire si sa convolution ux*
par une fonction arbitraire de I’espace S (espace des fonctions indéfiniment
dérivables a décroissance rapide) est une fonction pseudo-aléatoire.

La distribution de corrélation y de u est définie par

M(“*‘l’)(l—l_*{l—/1)=<%\|’*$1>a v, ¥, €8, ¢’1(x)=\T’1(‘x)~

Vol. 25, n° 4-1989.



510 J. BASS

On vérifie que, si u est une fonction, y est bien sa fonction de corrélation
au sens usuel.

Supposons maintenant que u soit de la forme K *x f,, ou f, est une
fonction et K une distribution. Le calcul donne ’expression de la distribu-
tion de corrélation :

Y=7o* K *K, ou Kx)=K(—x) (16)

(sous réserve de I’existence de K * K).

Lorsque K est une fonction de L!, on retrouve naturellement la formule
(12). Voici quelques exemples de circonstances différentes.

Supposons d’abord que K soit de la forme

K=ad+K,
ou a est un nombre complexe donné et ou K, eL. On a alors
f=afo+ K * f,.
La densité spectrale de f est égale a
¢ (x)=|a+R, > o (x).
Exemple : Fonction ayant pour densité spectrale

4
x
X)= —mm——.
¢ (x) A+
.. . ., 1
On choisit pour f, une fonction ayant pour densité spectrale et On
x
pose donc
x4 . 1 . x2
_— = a+ 2 5 K = .
(14 x2)3 | i 1+x% Yo1+x?
On a donc
a=1 K, (%) L K, (s) Lo-1si
=1, x)=— . S)=— —¢€ .
! 1+x2 ! 2

D’ou la formule explicite

fFO=fo(®— %Jwe_ 1751 fo (s) ds.

0

4. FONCTIONS AYANT UNE DENSITE SPECTRALE
A SUPPORT BORNE

Il s’agit de construire une fonction f ayant pour densité spectrale la
fonction 1,(x), égale 4 1 si —a<x<a, a 0 en dehors.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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. . ., 2 X
Soit f, une des fonctions ayant pour densité spectrale — sin? 5
nx?

Prenons a tel que 0 <a<2=w. Cherchons K telle que I’on ait

1 (X)—!K(X)I2 ; sin’ 5 ou K@= \/ ) L(x). (7

K est paire, continue et deux fois dérivable sur ]—a, a[. Elle est donc
transformée de la fonction K telle que

\/%K(S)= LJ K (x) e~ ™ dx
n 2n)_,

_R@sinas 1 j e R () dx. (18)

T s 2ins)_

Une seconde intégration par parties montre que le dernier terme est dans
L. On peut écrire

\[K() K@ SINas L g ), K eLl. (19)
T S

Donc

2 K (a) sinat
ﬁf(t)= e Lk [0+ (K #1p) (). (20)
Par suite, I’existence de f découle de celle de la fonction

sin at ®sina(t—s
= *fo=j —( )fo (s)ds
t 0 t~S

21
[fo(s)=0si s<0].
THEOREME. — Soit [, (f) une fonction égale a
2™’ g 0<n<t<n+l, a0 sit<0
ou © est un irrationnel quadratique.
Si ¢ est un entier positif, la convolution Sii‘tnﬁ* Jfo définit une fonction

f

(D’aprés ce qui précede, cette fonction est pseudo-aléatoire.)

Vol. 25, n° 4-1989.



512 J. BASS
Démonstration :
® sin4n0c(t—s
f(t)=J AT £ ds
0

0 +1 . _
i J"‘ sin 470 c(1—s)
n=0

. t—s
0 . 1 . + _

-y ezme,,zj‘ sin 4nfc(ntx—1 @)
n=0 0 ntx—t

Il faut montrer que cette série converge pour chaque ¢ fixé.
Soit m la partie entiére de ¢. Dans la série (22), il y a un nombre fini de

e o]
termes pour lesquels n<m. Il suffit donc d’étudier la série avec )
n=m+1
Tous les dénominateurs n+x—t sont alors positifs. On sépare la série
en deux :

®© o, 1 e4in9c (ntx—1)
Z ehnﬁn - dx (23)
0 n+x+t

n=m+1
et la série déduite de (23) par changement de ¢ en —c, qui se traite de la
méme fagon. On peut écrire (23) sous la forme

@© 1 2inbc [2 (x—1t)—c]
Z ezme(n+c)2j e

n=m+1

dx. 24
0 n+x—t @9

Or on sait [6] que, avec les hypothéses faites sur 0 et ¢,
14. .. 420+’ = A fnte=B, /n,
, , v v 25
|B, | étant borné : | B, |<B.

Par conséquent
0’ =B /n—B, ; fo—1. (26)
La série (24) est équivalente a la série de terme général

1
Bn \/;l‘J' e2in0c [2(x—1t)—c] 1 _ 1 dt
0 x+n—t xt+tnt+l—t

2in0c [2 (x—1)—c]

1
=B,,\/71J ¢ dx, nzm+1. Q7
o (x+tn—0(x+n+1—1%)

Ce terme est majoré par

B /n
n—0Hm+1-10’

terme général d’une série convergente.
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, . sin4 w0 ct .
La série (22) est donc convergente, et g= ———— * f,, existe. g a pour
t

.y 2w . ,X
densité spectrale = sin? 5 14,0, (%).

5. SERIES DE FONCTIONS INDEPENDANTES

Supposons que les fonctions f;, f5, ..., f, ... soient deux a deux
indépendantes, c’est-a-dire que, pour p#n, on ait quelque soit T :
M £, (1) £, (t+1)=0. (28)

Pour p=n, on a

M7, (1) £, (t+ D) =7, ().
C’est la fonction de corrélation de f,, qui n’est pas nulle, du moins au
voisinage de 0. Supposons en outre que les fonctions f, soient bornées
dans leur ensemble. Soit {c,} une suite de nombres complexes tels que
Y| ¢n| < 0. Posons

fO=% af@®. (29)

k=1
On a, grice a la convergence absolue,

FOft+rD=Yacfi@®hE+D). (30)

Par suite, la fonction de corrélation de f'a pour expression

Y=Y |al* 1) (31
k=1

Cette formule est bien connue lorsque f; (f)=¢™*. Elle se démontre avec
des hypothéses un peu moins restrictives. Mais elle est valable dans des
conditions beaucoup plus générales. Elle s’applique aux sous-espaces de
’espace de Marcinkiewicz engendrés par des familles de fonctions indépen-
dantes. Lorsque ces fonctions sont pseudo-aléatoires, leurs combinaisons
linéaires (29) le sont aussi. Il faut montrer qu’on peut construire des
familles de fonctions indépendantes. En voici des exemples.

Soit P () un polyndme de degré v=2 dont le terme en ¥ a un coefficient
0 irrationnel. On sait que la fonction définie par

f()=e*™m si 0Zn<it<n+l1
=0 si <0

est pseudo-aléatoire.

Vol. 25, n° 4-1989.



514 J. BASS

Soit alors Q un second polynéme, v’ son degré, 6 son plus haut
coefficient.

Appelons de méme g la fonction associée a ce polyndme.
f et g sont indépendantes dans les deux cas suivants :

Sl V#V';

si v=v' et si 0 et 0’ sont arithmétiquement indépendants.
En effet, si 7 représente la partie entiére de ¢, on a

N
M7 ()g(t+1)= lim % J 2T+ PO gy

N = o 0
1 N-1 n+1
= lim — z e2inlQ t+0)—P®I gy
N- o n=0 Jn
1N—1 1
= lim — Z p2inlQun+s+1)—Pm)] jo
N-o N =0 Jo
Or
/\ -~ ~ ~ . o
s+T=s+1t=1 sl s<l—1 (r=1—7)
v v
=1+1 sis>1—r1.
\
D’ou
N-1 N-1
(1-1) lim — Z e2mQm*)-PMI 4 + |im — Z e2inlQn +7+1) =P (m]
vV N> w® n=0 VN-ow Noy=o -

Si vsV', on a en exposant un polyndme de degré sup (v, v').

Si v=V', on a un polynéme de degré v dont le terme de plus haut degré
a pour coefficient le nombre irrationnel 6'—80. Dans les deux cas, le
théoréme de Weyl s’applique. La limite est nulle quelque soit 1. Je rappelle
que, si P=Q, la limite est nulle sauf pour t=0, 0<t< 1. Elle fournit alors
la fonction de corrélation de f.

On a donc des séries de la forme

Z ¢, 2™k b

ou les P, sont bien une suite de polyndmes de degré croissant, ou bien
des polyndomes de méme degré dont les termes de plus haut degré ont
pour exposants les termes d’une suite arithmétiquement indépendante
(exemple 6%, O transcendant).

Bien d’autres modéles de suite de fonctions indépendantes peuvent &tre
imaginés. Il n’est pas utile de les donner ici.
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