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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

L’ADDITION DES VARIABLES ALEATOIRES
DEFINIES SUR UNE CIRCONFERENCE;

Par M. Pauvr Levy.

1. Indroduction. — Soit F(z) une fonction de la variable
réelle z, a variation bornée de — o & <+ oc; considérons-la comme
définissant une répartition de masses sur une droite D. Posons

+x + %
(1) /n:f dF (z), M:[ (dE(x)

—-x

c’est-a-dire que m et M représentent respectivement la masse
totale et la somme des masses prises en valeur absolue.

L’enroulement de la droite D sur une circonférence I' de
longueur unité conduit & ne pas distinguer des masses situées en
des points dont les abscisses aient méme partie fractionnaire:
z devient une variable définie mod 1. On est ainsi conduit a
associer a la répartition sur D une répartition sur I', dont la fonc-
tion de répartition ®(z) sera définie 4 une constante prés par la
formule

(2) Ab(xr) =3, AF (x + h),
en posant, pour une fonction quelconque G(z),
AG(z) = A% G(2) = G(b)—G(a) (1),

et désignant par X, une sommation étendue a toutes les valeurs

(') Pour l'application de cette définition 3 F(z +{), il doit étre entendu que
c’est x (et non x + /) qui varie de @ a b; il serait plus correct d’employer une
notation telle que A,. Dans la suite, pour éviter toute ambiguité, nous désigne-
rons toujours par x la variable qui doit varier de a a.b.
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entieres de h. de — 0 a + . [l résulte évidemment de I'hypo-
thése faite sur F(z) que la série (2) est toujours absoliment
convergente; elle définit, a une constante prés, une fonction ®(z),
a variation bornée sur tout intervalle (ini, et définissant une répar-
tion perodique, c’est-a-dire que ®(z + [) — @ (z) est une fonc-
uon périodique de /, de période unité; on peut bien la considérer
comne définissant une répartition sur . On a d’ailleurs

«—+1
S m':f db(z)=P(r+1)—DP(a)=m,
a

N
( .\1'=j AD(z) <M,

et, si la fonction donnée F(x) st non décroissante (cas du calcul
des probabilités)
m=M=»MN
(Pégalité M = M’ peut d’ailleurs étre réalisée méme si | m ;<< M.)
Bicn entendu, si la donnée de F(z) détermine ®(x) a une
constante additive prés, la réciproque n’est pas vraie. La donnce
de ®(z) n’empéche pas que 'on peut choisir arbitrairement, en
dehors d’un intervalle semi-ouvert de longueur unité, une répar-
tition de masses sur D; on peut ensuite, d’'une maniére et d’une
seule, répartir des masses dans cet intervalle de maniére que la
fonction de répartition F (z) soit liée a @(z) par la formule (2).
La relation entre F(z) ¢t ®(x) prend une forme bien simple
par la transformation de Fourier. On sait que la fonction IF(2) est
délinie (toujours a une constanle prés) par sa transformée de
Fourier, ou fonction -caractéristique
i) At)= [e'—'r-if-'-dr(m.

L U
et que la fonction ®(z) est de méme définie a une constante pres
par ses coefficients de Fourier. définis par la formule

(5) a,= /‘e‘—'ﬁi"*‘({fb(.m (n=...,—1,0,1, ...).
JI

ou Pintégrale étendue a I' équivaut a une intégrale étendue a
n’importe quel intervalle semi-ouvert de longucur unité sur axe
des z. On a d’ailleurs

(6) ay=\(n),
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de sorte que considérer seulement ®(z) équivaut a ne tenir
compte que des valeurs de A(¢) pour les valeurs entiéres de n.
Quoique la transformée de Fourier d’une fonction a variation
bornée ne soit pas une fonction quelconque, il est bien clair
qu’elle n’est pas déterminée par les valeurs qu’elle prend pour les
valeurs entiéres de ¢; cela correspond au fait que la répartition
sur D n’est pas déterminée par la répartition sur I.

Tout cela est bien connu. Il nous semble pourtant qu’il n’est pas
inutile d’attirer Pattention sur les services que peut rendre la rela-
tion établie par la formule (1) entre la répartition de masses sur
une droite ct leur répartition sur une circonférence. Les analystes
étudient en général séparément les problémes relatifs a ces deux
modes de répartition; or, il y a souvent intérét a les étudier paral-
lelement; grace a la formule (1), les résultats relatifs aux fonc-
tions F(z) peuvent se transformer en résultats relatifs aux
fonctions ® ().

L’objet du présent Mémoire est d’appliquer ces remarques a
'étude simultanée des équations de composition

7 AF(z>=f “AFL (2 — ) dFa(y),
(8) A@(z>=[PA®<z—y>d¢zu>,

dont on connait I'importance en calcul des probabilités. Il nous
arrivera de retrouver des résultats connus; mais nous obtiendrons
aussi un grand nombre de résultats nouveaux, relatifs aux lois
stables sur T, aux séries a termes aléatoires indépendants sur T, et
a la théorie des lois indéfiniment divisibles sur T.

Il nous arrivera de parler de I’extension des problémes traités a
certains cas ou F(z) n’est pas a variation bornée sur tout I'axe
réel.

2. Le théordme fondamental. — Nous désignerons ainsi le
théoréme suivant : '

Tutorime. — S¢ F(z), Fy(z), Fa(z) sont trois fonctions &
variations bornées de — w0 a + o, liées par la relation (7), il
leur correspond, par la formule (2), trois fonctions ®(x),
D) (z), ®,(x), qui vérifient la relation (8).
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Rappelons d’abord que, si l'on convient, pour les points
de discontinuité de F,(z), d’attribuer a cette fonction la
valeur F,(z — o), la formule (7) conduit ‘a définir une fonc-
tion F(z) qui est, comme F,(z), continue a gauche. On peut
faire d’autres conventions. Mais la répartition définie par F(z) est
indépendante de ces conventions, et dépend symétriquement des
répartitions définies par F,(z) et Fy(z). Les mémes remarques
s’appliquent a la formule (8).

Nous allons maintenant donner, du théoréme énoncé, deux
démonstrations différentes.

1° Démonstration directe. — D’aprés (2) et (7), on a

—+ %
A¢(x)=2;,f AFi(z +h — y)dF.(y)

1
- zhzkf AF,(z -+ h — y — k) dFa(y + k),
0

d’ou, s’il est légitime d’intervertir 'ordre des opérations de som-
mation et d’intégration

(9) Atb(x)=f 2i[ZAF (2 + [ — )] dFs(y + k)
:f ADy (2 — y) Bk dFy(y + k),
0

ce qui coincide avec la formule a démontrer.

Pour légitimer le calcul, il suffit de montrer que la somme
triple (9) est absolument convergente. Or, si p est la partie entiére
de b — a, chaque point de 'axe des z appartient a au plus p +1
des intervalles (@ + 1, b 4 1); en posant

-+ x -+ %
M,:f | dFy(2)], M2=f | dFy(2);

on a donc
ZAF (2 + 1l —y) |S(p+1) My,

et la somme triple considérée est majorée par (p +1)M,M,, ce
qui justifie le calcul fait tout a ’heure et termine la démonstration.

2° Démonstration par les formules de Fourier. — Celte
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démonstration repose sur le fait bien connu que, si A(¢), A(¢)
et A,(t) sont respectivement les transformées de F(¢), F,(¢)
et F,(¢) par la formule (4), la formule (7) équivaut a

(10) A(8) = A1(2) As (D)
‘De méme, si a,, a), et a, sont les coefficients de Fourier
de ®(¢), ®,(¢t) et ®,(¢), la formule (8) équivaut a
(11) a,=a, a, (n=...,—1,0, 1, ...)
Or, d’aprés la formule (6), on a
an=A(n), ah=A(n), ap=A~As(n)

de sorte que (10) entraine (11). Donc (6) entraine (7),

C. Q. F. D.

Remarques. — Le théoréme précédent s’applique en particulier
au cas de répartitions absolument continues, respectivement définies
sur D et sur T par les densités f(z) et ¢ (). La fonction f(z) est
une fonction sommable de — w & + oo, & cela prés quelconque; la
somme

(=) : ?(2)=Zaf(z+h)
est alors une fonction périodique, de période unité, sommable dans

tout intervalle fini; elle est donc la densité d'une répartition surT,
correspondant, dans I’enroulement de D sur T, a celle définie

par f(2). ,
En introduisant ces densités, les formules (4) et (5) deviennent
(4 A1) =f+‘¢”‘”’f(t) dt,
5 n = minxe (t) dt,
@ = fleme(n

et les formules (7) et (8) deviennent

) ) =:f fiz— ANy,

() o(z) = fr 91(z — ) 92(y) dy-
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~ Notre théoréme fondamental montre alors que : @ trois fonctions
Si(z), f2(z) et f(z) vérifiant la relation (7') correspondent par
la formule (2') trois fonctions ¢, (z), ¢, () et ¢ (x) vérifiant la
relation (8').

3. Les répartitions stables. — Nous dirons qu’une répartition
est stable si clle est identique a son carré de composition ('). La
stabilité s’exprime donc, suivant le cas considéré, par I'une des
formules '

(12) AF<x>='£AF<x—y>dF<y>,
(1) @)= [ se=nsoar,
(13) A0(2) = [ab(z—y)db(),
(13") v(x)=fr=9(x—y)?<y>df,

et 'emploi de la transformation de Fourier raméne les deux pre-
miéres équations a la relation algébrique

(14) A(e) = Ax(t);

les deux derniéres se raménent de méme aux formules

(15) a,=aj (n=...,—1,0, 1, ...).
Etudions les conséquences de ces formules.

1° Dans le cas ou I'on répartit sur D des masses finies (M <),
la fonction A (¢) est continue. La formule (14) implique donc que
la fonction A(¢) soit, ou bien constamment nulle, ou bien constam-
ment égale a 'unité. Dans le premier cas, il n’y a aucune masse;
dans le second, il y a une masse unique, égale a I'unité, placée a
Porigine. Il n’y a pas d’autre répartition stable.

(") Cette définition ne coincide pas avec celle que j'ai introduite en calcul des
probabilités; j’ai en effet appelé loi stable, ce qu’il edt été plus correct d’appeler
loi d’un type stable. Cela est saus inconvéaient, parce qu’en calcul des probabi-
lités il n’y a pas de loi stable au sens du présent travail (sauf celle qui correspond
au cas d’une variable aléatoire qui ne serait pas réellement aléatoire, mais serait
sirement nulle).
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Cette conclusion ne subsiste pas si M est infini. Cherchons, par
exemple, les répartitions stables, absolument continues, définies
par des fonctions f(z) de carrés sommables de — w0 & + . On
sait que dans ces conditions on peut appliquer la transformation de

Fourier sous la forme indiquée par M. Plancherel : la fonction
de ¢t

+X

l_ ewite f(x) da

X

converge en moyenne quadratique, quand X augmente indéfini-
ment, vers une fonction de carré sommable A (¢), qui est la trans-
formée de Fourier-Plancherel de f(z); on déduit inverse-
ment f(z) de A(¢) par une formule réciproque analogue a la
formule de Fourier, mais ou la convergence est aussi remplacée
par la convergence en moyenne. Cette transformation laisse sub-
sister la correspondance entre les formules (12) et (14), en ce sens
que, si I'une est vérifiée presque partout, il en est de méme de
I'autre ; la méme remarque s’applique aux formules (7') et (10).

La résolution de la formule (12'), dans le domaine des fonctions
de carrés sommables, est alorsimmédiate. Elle se raméne a I'équa-
tion_(14). La fonction A (¢), devant étre de carré sommable et
vérifier presque partout cetle équation, est égale a 1 sur un
ensemble e mesurable et de mesure finie, et presque partout nulle
en dehors de e.

On remarque d’ailleurs que, si f(z) est de carré sommable et
‘vérifie presque partout I'équation (12'), on ne change pas la répar-
tition étudiée en supposant cette fonction partout égale au second
membre de cette équation, qui est une fonction continue de z
[car, dans l'espace des fonctions de carrés sommables de y,
le point représentant f(x — y) varie d’une maniére continue avec z,
c’est-a-dire que f(x—y) tend en moyenne quadratique
vers f (2, — y) quand z tend vers z,]. On n’écarte donc aucune
solution de notre probléme en supposant que la fonction f (z), si
elle est de carré sommable, est continue.

Un cas particulier remarquable est celui oi 'ensemble e se réduit
a I'iatervalle (— ¢, + ¢). On trouve alors

sin2x cx )
(16) f(z)——n_;—— (e>o0),
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et cette fonclion, élant continue, vérifie partout 'équation (12'); on
peut d’ailleurs facilement le vérifier en appliquant le théoréme des
résidus au calcul du second membre. De méme, si 'on considére
une suite finie ou infinie de nombres positifs décroissants ¢y, ¢y, - . .,
la fonction

(17) f(x)— “(—1)" sin2x® e,x

est une solution de ’équation (12'); elle correspond a un ensemble e
constitué par les intervalles (co, ¢), (cs, C2), ..., el par leurs
symétriques par rapport a 'origine.

2° Occupons-nous maintenant des répartitions stables sur T, et
étudions-les d’abord indépendamment du probléme précédent. Cette
étude se raméne a celle de I’équation (15), d’aprés laquelle chacun
des a, est égal 2 0 ou 1.

Si I'on considére d’abord les répartitions absolument continues,
définies par des fonctions ¢ (x) sommables et vérifiant presque
partout I’équation (13'), @,, qui estle coefficient de Fourier de ¢ (),
doit tendre vers zéro pour|rn|infini. Cela revient a dire qu’un
nombre fini de ces coefficients peuvent étre sculs égaux a 1, lous
les autres étant nuls ('). La solution générale de I'équation (13')
est donc

+N

(18) #(z) = Y ay errr,

—N
N étant un entier positif, et chacun des «, étanl égal a o ou 1 (?);
les solutions réelles sont de la forme

N
(19) 9(.x)=ao+22a,,cusa::nx;

1

3" Pour les répartitions non absolument continues, ou dont on

(") Il y a longtemps que j’indique cette résolution de ’équation (13'), comme
application de la théorie des séries de Fourier, 3 mes éléves de 'Ecole Poly-
technique (je I'ai proposée comme exercice en 1914, ct int: oduite dans mon cours
en 1923). Mais jusqu’ici j’avais toujours supposé la fonction ¢ (z) de carré sommable.
On voit que la conclusion subsiste si elle est seulement supposée sommable.

(?) 11 résultera de la suite que la seule solution acceptable pour le calcul des
probabilités est ¢ () =1.

~
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ignore si elles le sont, on ne peut plus affirmer que a, lend vers
z¢ro. Placons-nous d’abord dans le cas du calcul des probabilités,
ou m=a,=r1, et ou ®(z) est non décroissant. Une valeur pos-
stble est une valeur au voisinage de laquelle ® (z) varie; ’ensemble e
de ces valeurs est fermé, et a pour complément 'ensemble €' des
intervalles ouverts dans chacun desquel @ (z) est constant. Pour une
répartition stable, c’est-a-dire vérifiant I’éqation (13), la somme de
deux valeurs possibles est toujours une valeur possible (). 1l en
résulte que, ou bien toutes les valeurs sont possibles, ou bien iln’y
a qu’un nombre fini p de valeurs possibles, qui sont les multiples

de%(cela fait bien p points distincts sur TI).

Supposons d’abord la fonction ® (z) continue. On est nécessai-
rement dans le cas on toutes les valeurs de z sont possibles,
c’est-a-dire que ® () est constamment croissant. D’aprés (13),
A®(z) =®(a+!)— ®(a) est une moyenne pondérée des diffé-
rentes valeurs de ® (£ + ) — @ (£), £ ==z — y décrivant T, et le
poids d @ (y) n’étant jamais nul. Donc, a8 moins que ® (£ + 1) — @ (§)
ne soit conslant, ® (a + l) — ® (a) nc peut pas alteindre les valeurs
cxtrémes de cette différence; cetle conclusion est manifestement
absurde, puisque le maximum de cette différence ne change pas si
Ion remplace §{ par @ (qui est aussi Pabscisse d’un point quel-
conque deT). C’est donc que cette différence est conslante; comme
cela est vrai quel que soit /, c’est que la répartition est uniforme.

Si au contraire la fonction @ (z) est discontinue, il y a des valeurs
a probabilités positives; il y en a au plus une infinité dénombrable.
Désignons par z, une quelconque de ces valeurs, par «, sa proba-
bilité, par « la somme Za, (on a «a<1), et par p le plus grand
des a,. Si la répartition est stable, la formule (13), appliquée a
un intervalle réduit a un point, donne

an=2%,Pr{X =zp—z,]<pla,Spaty.

Or, il faul bien que «; atteigne son maximum p, ce qui exige que
@ =1, et que, pour au moins une valeur de A, toutes les diffé-
rences s — %y aient méme probabilité p.; leur nombre p est alors

(') D’une maniére générale, si X et Y sont deux variables aléatoires indépen-
dantes, la somme d’une valeur possible de X et d’une valeur possible de Y est
une valeur possible de X + Y.
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fini, et il n’y a pas d’autres valeurs possibles que les z,. On est
donc dans le cas ou il y a p valeurs possibles, multiples de }-l), et,
chaque z, étant aussi un x; — z,, elles ont toutes la méme proba-
bilité p = =-
# p
Donc : la stabilité, en calcul des probabilités, implique la
répartition uniforme de la probabilité, soit sur toute la circon-
férence, soit entre les sommets d'un polygone régulier & p cétés
ayant un sommet & 'origine [la valeur p =1 n’est pas exclue,
mais correspond au cas ou la variable aléatoire définie par ®(z),
n’ayant qu’'une valcur possible, n’est pas réellement aléatoire].

- Nous désignerons par ®,(z) la fonction de répartition corres-
pondant a cette répartition uniforme entre les points d’abscisses

.o . I . L . A
curvilignes multiples de}-}; pour cette répartition, @, est égal a 1

si n est multiple de p el nul dans le cas contraire.

4° Abandonnons maintenant les conditions restrictives du calcul
des probabilités. Nous avons a chercher les fonctions a variations
bornées, réelles, et solutions de (13), c’est-a-dire celles pour
lesquelles .chacun des coefficients de Fourier est égal a o ou 1.

Or, en distinganl dans ®(z) la partie continue et la partie
discontinue, on met a, sous la forme

an=a,+ a, (ap = Zayerrinen),

a,, tendant vers zéro pour n infini, et @, étant une somme finie ou
une série absolument convergente (2|as| <<M'). Queclque petit
que soit ¢ positif, nous pouvons déterminer N de maniére que pour

. € , . . _
|n[2N onait |@), | <z et réduire @), & une somme finie avec une

erreur également inférieure a 5 On peul ensuite choisir un entier

P de maniére que, pour les termes conservés dans ), les produits

e

6x M’
entiers n et n’ == n 4+ P sont en module au moins égaux a N, on a

P z; différent de nombres entiers de moins de

- Alors, si les

!an_an v < €,

et, comme a, et a,» doivent étre entiers, il suffit de prendre ¢ <1
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pour conclure que ces coefficients sont égaux. Donc, compte tenu
de ce que a, ct a_,, qui sont toujours imaginaires conjugués, et
qui sont ici réels, sont égaux :

la solution la plus générale de U'équation (13) s’obtient en
prenant une suite périodique et symétrique de coefficients de
Fourier tous égaux a o ou 1 et en modifiant un nombre
Jini de coefficients, sans détruire la symétrie ni introduire
d’autres valeurs que o ou 1 [bien entendu la symétrie n’est
‘nécessaire que si I'on cherche les solutions réelles de I'équa-
tion (13)]. D’ailleurs, toutes les suites ainsi obtenues conviennent
bien & notre probléme, car une suite périodique et de période P est
la suite des coefficients de Fourier d’une répartition ne comportant
que P valeurs possibles, maltiples dc T[” et, pour que cetle répar-
tition soit réelle il suffit que a, et a_, soient imaginaires conjugués
(or ils sont ici réels et égaux). La modification d’un nombre fini
de coefficients n’empéche pas la suite considérée d’étre la suite de
Fourier d’une répartition, combinaison finie de celles définies par
les fonctions ®,(z) et les fonctions (19); enfin, tous les @, étant
égaux a o ou 1, I’équation (13) est vérifiée.

Des solutions remarquables sont données par la formule

(20) P(z)=®p(z)— Pq(2),

si ¢ est multiple de p; par

(21) O (z) = Bp(2) + Bp'(z) — Pg(z),

si ¢ est multiple d’'un au moins des nombres p et p’ et divise leur
plus petit commun multiple, par

(22) P(z)=0,(z)+ Pp'(x) —2P,(2x),

si g est le plus petit commun multiple de p et p’ et, plus généra-
lement, par

(23) ®(z)=Pp(x) — Pg(x) + Bp(z) — Py (x) +Dpe(z2)— ...,

le nombre des termes étant fini, et p, ¢, p, ..., vérifiant des
conditions arithmétiques simples. Le nombre P des termes de la

période est le plus petit commun multiple de tous les entiers p, ¢,
Py . . .; mais, méme en introduisant tous les diviseurs d’un nombre
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donné P, on n’obtient pas en général la solution générale définie
plus haut [cela est évident si P est un nombre premier supérieur

a 3; onnetrouve que deux solutions indépendantes, ®, (z) et ®,(x), -

au lieu de £=—°; c’est seulement pour les valeurs 1, 2, 3, 4, et 6
2
de P que la solution la plus générale correspondant a une valeur

donnée de P peut se déduire de la formule (23)].

5° Occupons-nous maintenant de la liaison que le théoréme
fondamental du paragraphe 2 établit entre les équations (12) et (13).
D’aprés ce théoréme, de toute répartition stable sur D et pour
laquelle M soit fini, on déduit une répartition stable sur I'. Mais on
n’obtient ainsi que deux solutions triviales, celle qui correspond a
’'absence de toute masse, et celle qui correspond a une masse unité
placée a l'origine. Or, nous venons de voir qu’il y en a d’autres.

Celles de ces solutions qui sont continucs, et par suite de la
forme (18), peuvent cependant étre obtenues par application de la
formule (2"), mais en partant des répartitions a masse totale infinie,
dont la formule (16) nous a donné I’exemple le plus simple. Pour
cette délermination (16) de f(zx), la formule (2') donne
(24) o)=Y, TR (o>,
et, pourvu que ¢ ne soit pas entier, cetle série, quoique non abso-
lument convergente, est convergente (elle converge séparément &
gauche et a droite). La transformée de Fourier A(¢) de f(z) est
bien définie, pour n’importe quelle valeur de ¢; elle est égale a 1,

,? Ou zéro, suivant que | ] est inférieur, égal ou supéricur a c.

Les coefficients de Fourier de ¢(z) sont d’ailleurs toujours les
valeurs de A(¢) pour ¢ entier, de sorte que, si ¢ n’est pas entier,
ils sont tous égaux a o ou 1; ¢(z) définit donc une répartition
stable sur T. D’une maniére précise, a, ayant la valeur un
pour | n|<c. il vient

(25) 9(x)=2hﬂ—2€:§_—x;_—iz =1+ 2% cos2xnr,

2! désignant une sommation étendue a toutes les valeurs de n
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positives el inférieures a ¢. On remarque, ce qui n’est pas évident
d’aprés sa premiére expression, que ¢(z) ne dépend que de la
partie entiére de c.

On peut obtenir de la méme maniére n’importe laquelle des
fonctions (18); il n'y a qu’a choisir des nombres croissants ¢,, ¢,
Cay Cyy - - -y Cpy C),, NON entiers, et tels que 'ensemble des entiers
intérieurs aux intervalles (cs, c}) coincide avec I'ensemble des
valeurs de n pour lesquels @, =1. La fonction A(¢) égale a 1 a

. . . LI .
Pintéricur de ces intervalles, a - a leurs extrémités, et nulle en

dehors, est la transformée de Fourier de la fonction

14

e—iRicpr _ e—2Ricjv
Fay= 3 e e,

2RI
1
et ’application a cette expression de la formule (2') donne bien la
fonction (18) que I'on voulait représenter.

On peut se proposer de retrouver de la méme maniére les répar-
titions stables discontinues formées tout a I’heure a l'aide des
fonctions @,(z). Nous n’insisterons pas sur cette question, qui
présente surtout l'intérét de donner un exemple de répartition
continue [celle obtenue en limitant la série (2') & un nombre fini
de termes] qui devient discontinue a la limite.

4. Premiers éléments de I’arithmétique des lois de probabilité
sur I'. — Les formules (8), (8') ou (11) définissent la résultante, ou
le produit de deux répartitions sur I'. Sil’on multiplie plus de deux
facteurs, la multiplication. d’aprés la derniére de ces formules,
est associative et commutative. On peut étudier I'arithmétique des
produits de répartition sur I'. Nous allons nous placer dans le cas
du calcul des probabilités. Cette arithmétique des lois de proba-
bilité sur T présente a la fois a certains points de vue de grandes
analogies avec celle relative a D et a d’autres des différences
importantes. Nous allons d’abord indiquer ses caractéres les plus
simples. Il est entendu que nous ne tenons pas compte des facteurs
unités, c’est-a-dire des lois ne comportant qu’une seule valeur
possible.

1° Une loi ne comportant que deux valeurs possibles est indé-
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composable sila différence de ces valeurs n’est pas ; (mod 1). §1l

y a au plus p valeurs possibles, et qu’elles correspondent a des
points de T situés sur un arc inférieur a une demi-circonférence,
la loi considérée ne peut pas éire le produit de plus de p—1
facteurs.

Il existe des lois indéfiniment divisibles; on en obtient par
I'enroulement des lois indéfiniment divisibles définies sur D. Ces
lois seront étudiées au paragraphe 8.

2° Appelons répartition périodique celle qui admet une période
autre que Uunité. Si une telle répartition n’est pas uniforme, la

plus petite période est de la forme}’ (p entier >1). Toute période

d’une répartition composante esl aussi une période de la réparti-
tion résultante; la démonstration est immédiate, soit d’aprés la
formule (8), soit d’aprés la formule (11), compte tenu de ce

qu’une répartition de période}—; est caractérisée par le fait que

tous les a, d’indices non multiples de p sont nuls.

Mais on remarque que a,= @, a,, est nul pour tous ces indices
si a,, est nul pour une partie seulemenlt de ces indices et @, pour
les autres. Une répartition résultante peut donc avoir une période
qui n’appartient 4 aucune répartition composante. Ainsi, P élant
le plus petit commun multiple de deux entiers p et ¢ dont aucun
ne divise 'autre, en composant deux répartitions ayant respecti-

. L. I 1 . .
vement pour plus petites périodes petgon obtient une répar-

. . . 1 ..
tion résualtante ayant la période 5 que n’a aucune des répartitions
composantes.

3°"Ces remarques s’appliquent a la répartition uniforme, qu’on
peut caraetériser par ’existence de périodes arbitrairement pelites.
Pour cette répartition, tous les @, autres que @, sont nuls. Si une
des répartiti.ns composantes est uniforme, il en est de méme de
la répartition résultante; mais la répartition résultante peut étre
uniforme sans qu’aucune des composantes le soit, et méme sans
qu’aucune soit périodique; ainsi les répartitions définies par les
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fonctions

1 . . 1
ci(&) =1+ —(cos2x + cos3x), Sa() =1+ -(cosjxL —+ coshuw),
L) 5 ) ) St )

dont aucune n’est périodique, ont pour résultante la répartition
uniforme.

On obtient des décompositions remarquables de la répartition
uniforme sur T' en la considérant comme résultant de 'enroule-
ment sur I' de la répartition uniforme sur Pintervalle (0,1) de la
droite D, répartition dont les décompositions en facteurs sont bien

connues (').

4° Appliquons maintenant les remarques du 2° aux répartitions
comportant seulement un nombre fini p de valeurs possibles,
‘égales aux p multiples de ;}—; elles correspondent donc aux sommelts
d’un polygone régulier a p cétés ayant un sommet a origine. La
suite des coefficients de Fourier, pour une telle fonction, est
périodique et de période p, et, par suite définic par la donnée
de a,, as, ..., a,_4 (@, ayant en tout cas la valeur 1): mais «,
et @_, sont imaginaires conjugués; il en résulte que, si p = 2p’
ou 2p'+1, la répartition est bien définie par les coefficients
d’indices 1, 2, ..., p' (ce dernier étant réel si p = 2p'). Naturel-
lement, ces coefficienls ne sont pas quelconques; mais en les
prenant assez petits on est sur de trouver des probabilités positives
pour chacune des p valeurs possibles. S’ils sont nuls. ces p proba-
bilités sont égales; la répartition est périodique; la fonction de
répartition est la fonction ®,(x) considérée au paragraphe 3.

Si alors p' >1 (donc p > 4), les remarques du 2° s’appliquent.
Un produit de deux répartitions entre les p valeurs considérées
peut étre une répartition uniforme entre ces p valeurs sans
qu’ aucun des facteurs le soct; il suffit que «, soit nul pour cer-
taines des valeurs 1, 2, ..., p’ de n, et que a, soil nul pour les
autres. S¢, an contraire, p' =1 (donc p = 2 ou 3), la répartition
uniforme est caraclérisée par a, = o, donc a, @), =o, et pour
que la répartition résultante soit uniforme, il faut et il sufit
qu'une des répartitions composantes le soct.

(') Cf. P. Lévy, Arithmétique des lois de probabilité (Journal de Mathé-
matiques, t. XVII, 1938).
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Naturellement ces remarques s’appliquant a l'addition de
variables aléatoires X, avant comme valeurs possibles

1 ) —1
O - ey /

14 ’ 14

bl

s’appliquent par la méme a la multiplication des variables ™",
ui ont pour valeurs possibles les racines p'*™* de I'unité.

5 Si Pon compose les deux répartitions définies par ®,(z) et
®, (), larépartition résullante est celle détinie par ®,(2), P étant
le plus petit commun multiple de p el ¢; cela se voit immédiate-
ment, soit directement, soit par I'intermdédiaire des coefficients de
Fourier.

9. Convergence des suites de répartitions sur D et sur I'. -—
Un grand nombre de définitions de la convergence sont possibles:
nous allons en considérer deux.

o

1 Convergence en moyenne quadratique. — 1l s’agit néces-
sairement dans ce casc de répartitions absolument continues, a
densités de carrés sommables sur D (ou sur I'), et la convergence
dont il s’agit est la convergence en moyenne quadratique des den-
sités f(z) [ou o7 (21| vers une limite f(.z) [ou o(a)]. Par la
transformation de Fourier-Plancherel, la convergence en moyenne
de fv)(2) vers f(«) ¢quivant a la convergence en moyenne des
fonctions caractéristiques A™V/(¢) vers la transformée de Fourier A (¢)
de f(x). Dans le cas des répartitions sur I', la convergence en
moyenne équivaat a la convergence forte (dans I'espace d’Hilbert)
de la suite des coefficients de Fourier «,, de o' (z) vers la suite
des coefficients de Fourier @, de o(2).

Les conditions de convergence d’un produit infini résultent
immédiatement de ces définitions, et des formules (10) et (11).

Cherchons par exemple les conditions de convergence de la
suite des puissances d’une répartition donnée; la limite ne peul
étre qu’une répartition stable. §’il s’agit d’une répartition sur D,
définie par sa fonction caractéristique B(t), B¥(¢) doit tendre cn
moyenne vers une limite A(/), égale a 1 sur un ensemble e
mesurable et de mesure finie, et presque partout nulle sur
’ensemble complémentaire ¢'. 11 est donc nécessaire et suffisant
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que la fonction B(¢), qui, par hypothése, est mesurable, soit égale
a 1 sur e et de module presque partout inférieur a 1 sur ¢

De méme, sur I, la condition nécessaire et suffisante pour que
la suite des puissances d’une répartition définie par ses coefficients
de Fourier b, ait une limite est que, un nombre fini de ces coeffi-
cients ayant la valeur 1, les modules des autres aient une borne
supérieure inférieure a 'unité.

Il faut maintenant observer que, en faisant correspondre a
chaque répartition sur D la répartition sur I' définie par la for-
mule (2') (du moins si cettc formule a un sens), la convergence
cn moyenne sur D n’entraine pas nécessairement la convergence
en moyenne sur I'. Cela est bien ¢évident, puisque la formule méme
qui définit la répartition enroulée peut n’avoir pas de sens si on
I'applique a la répartition limite.

Prenons, par exemple, pour e¥) 'ensemble constitué par I'inter-
valle (\v-— 3, v+ é) et son symétrique par rapport a l'origine, et
pour AV (¢) la fonction égale a 1 dans e™ et nulle en dehors;
pour v infini, elle tend en moyenne vers zéro. Les coefficients af)’
qui s’en déduisent par la fornule (6) sont égaux a 1 si n==ckv
et nuls pour les autres valeurs de »; donc ¢V (z) =2 cosvz; il
n'y a donc pas convergence de la répartition enroulée vers une
limite.

Il est facile de varier cet exemple et de faire en sorte qu’il n’y
ait méme pas convergence faible; tel est le cas si ’on remplace

. \ ). 1 I § ' 1, 1
dans ce qui précéde I'intervalle (v— S v+ ;) par (u —o V' \7),
V' étant un entier qui varie périodiquement avec v.
2° Convergence au sens du calcul des probabilités. — Nous
appellcrons ainsi le mode de convergence caractérisé¢ par les deux

conditions suivantes :

Condition préliminaire a, sur D. — Les intégrales
—+
M =f | dFlv)(z) '

sont bornées dans leur ensemble, et également convergentes;
LXVIL. 2
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Condition a sur I'. — Les intégrales

+
[ v

— o

sont bornées dans leur ensemble.

Condition de convergence b (sur D ou sur I'). — On peut
définir la constante indéterminée dont dépend la founction de
répartition FV)(z)[ou @V (z)] de maniére qu’elle tende vers une
limite F(z) [ou ®(2)], sauf peut-étre aux points de discontinuité
de la fonction limite (').

D’aprés la condition préliminaire, les répartitions considérées
appartiennent a un ensemble compact. On en déduit aisément (?)
que : compte tenu de a, la condition b équivaut & la suivante,
qui fait intervenir les transformées de Fourier.

Condition ¢ sur D. — Avi(¢) tend vers une limite A(¢) qui est
continue a l’origine; la convergence est d’ailleurs nécessairement
uniforme dans tout intervalle fini (*).

Condition ¢ sur T. — af)’ tend vers a,, (*).

L’équivalence des conditions & ct ¢ ne subsiste pas si 'on ne
tient pas compte de a.

Si maintenant nous considérons, en méme temps que des répar-
titions définies sur D, celles qui leur correspondent sur T' dans
Penroulement de D sur T, il résulte de M' << M [formule (3)] que

(') Dans le cas des répartitions sur D, il résulte de la condition préliminaire a
que FV)(— ) est bien défini, et 'on supprimc toute indétermination dans la
définition de la fonction F(V)(x) correspondant 2 une fonction donnée en sup-
posant F¥)(— o) = o.

(?) Cf. Notre récent Mémoire du Bulletin des Sciences Mathématiques,
t. LXTII, 1938.

() Nous utilisons ici un résultat de M. Cramer, qui permet de ne pas intro-
duire Puniformité de la convergence dans ’énoncé de la condition c; la conver-
gence est nécessairement uniforme dans tout intervalle fini-si la fonction limite
est continue a l'origine.

(*) Rappelons la démonstration, dans le cas des répartitions sur T'. Il est
évident que a et b entraine c. Réc'iproquement, si a et ¢ sont vérifiés, et si b
ne l’était pas, les répartitions considérées, qui apparticnnent & un ensemble
compact, auraient un élément d’accumulation distinct de la loi défini par les a,;
il résulte de la premiére partie du théoréme que c’est impossible.
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si la condition a est vérifiée pour les répartitions initiales, elle
I’est pour les répartitions enroulées. Il en est de méme de la con-
dition ¢, d’aprés la formule (6). Donc, & ’inverse de ce qui avait
lieu pour la convergence en moyenne, la convergence vers une
limite d’une suite de répartitions définies sur D entraine la
convergence de celles qui leur correspondent dans Uenroule-
ment de D surT.

6. Cas du calcul des probabilités; convergence des séries a
termes aléatoires indépendants. — C’est, comme nous ’avons déja
dit, celui ou m =M =1; alors M’ a aussi la valeur 1, et F(z)
et ®(x) sont des fonctions non décroissantes. La condition a du
paragraphe 4, 2°, étant vérifiée, la convergence d’une suite est
d¢finie indifféremment par la condition b ou par la condition c.
Les produits infinis que nous étudions correspondent a des séries

(26) Xi+Xo+...+ X%, ..,

a termes aléatoires indépendants les uns des autres, F'V)(z) étant
la fonction de répartition de la somme S des v premiers termes de
cette série; on sait que, sur D, la convergence de F') () vers une
limite est liée a la convergence presque sire de celte série; sa
somme dépend alors de la loi définic par la limite F(z) de F¥) ().

Commencons par une remarque qui s’applique aussi bien sur T
que sur D; considérons la formule (8), d’aprés laquelle A®(z),
pour un intervalle (@, b,) de longucur /, est une moyenne pon-
dérée des valeurs de A®,(z) pour l'’ensemble des intervalles
ayant cette longueur. Si donc nous désignons respectivement
par w(l) et par (/) la borne inférieure et la borne supérieure
de ®(z + l) — ®(z), la premiére de ces expressions ne peut
quaugmenter, et la seconde ne peut que diminuer, quand on
passe d’une répartition composante a la répartition résultante. La
méme remarque, d’aprés la formule (7), s’applique aux accroisse-
ments de F'(x). Dans les deux cas, o™ (7) et V) (/) désignant les
déterminations de w () et Q(1) relatives a la somme SV, ces deux
fonctions ne peuvent que se rapprocher I'une de I'autre. Mais il y
a une différence importante entre les deux cas : sur D, la densité
moyenne est nulle, de sorte que 'on a nécessairementw(l)=o;
sur T, la densité moyenne est 1, la moyenne non pondérée des
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valeurs de ®(z + () — ®(«x) est donc {, et Q¥ (!) et o™ (!) ne
peuvent devenir égaux qu’en prenant la valeur commune /.

1° Rappelons d’abord les résultats relatifs aux répartitions
sur D. La concentration minima »"'(l) (ou probabilit¢é minima
pour la longueur /) étant nulle, il n’y a a étudier que la décrois-
sance de la concentration maxima de Q) (1), qui a nécessaire-
ment une limite non négative (/). Or, [<I'<2 entraine évidem-

ment
QM ()Ml <2QM(1),

formule qui subsiste a la limite. Donc (/) ne peut s’annuler
qu’en étant identiquement nul. Il y a donc sculement deux cas
possibles.

Dans le premier cas, £2(/) est nul pour tout ! positif; la concen-
tration maxima relative a S tend vers zéro pour v infini, et
inversement la dispersion de cette somme (longueur du plus petit
intervalle fermé auquel correspond unec probabilité au moins
égale a un nombre positif o) augmente indéfiniment, quel que
soit 2. La série (26) est alors presque sirement divergente
(en cffet, dans le cas contraire, elle aurait une somme finie, dans
des cas de probabililé positive; la dispersion, pour « assez petit,
ne serait pas infinie); il en est de méme de toutes les
séries 2(X,—a,), les a, élant des constantes (non aléatoires);
c’est ce qu’on exprime en disant qu’il y a divergence essentielle.

Dans le second cas, () est posilif pour tout / positif, et peut-
étre méme pour /=o. La dispersion, comme la somme d’une
séric convergenle a termes posilifs, augmente, mais reste finic;
c’est le cas de quasi-convergence; on peut, dans ce cas, déter-
miner unc suite de constantes vz, de maniére que la
série 2(X,— z,) soit presque sirement convergente. v

Unc régle simple, due a M. Kolmogoroff, permet de reconnaitre
si 'on est dans ce cas. Elle repose sur le fait que, dans le cas des
séries a termes aléatoires indépendants les uns des autres, et
bornés, la convergence presque sire est liée a la convergence en
moyenne quadratique, et caractérisée par la convergence de 2s7,
c¢n posant

(27) =0 {X, !,  32=00!X,— )l



Pour les séries a termes non bornés, il est nécessaire que 1'on
puisse remplacer X, par une variable X, égalc a X, sauf dans des
cas dont la probabilité totale a, soit le terme général d’une série
convergente, et toujours située dans un intervalle de longueur
positive donnée L (la valeur choisie pour L est sans importance;
I’essentiel est qu’elle ne dépende pas de v); si cette condition est
remplie, la quasi-convergence de XX, est lide a celle de XX,
caractérisée par la convergence de 3¢’ (o, étant défim1 en partant
de X, comme o, en partant de X, ).

2° Etudions maintenant les conséquences des résultats précé-
dents au point de vue de I'enroulement de D sur I'. Nous dirons
qu'une série 2z, converge sur I' si les points représentant ses
- sommes successives ont une limite; cela revient a dire qu’on peut
déterminer une suite d’entiers y, tels-que la série Z(z,+ y,) soit
convergente. De méme la convergence sur I' d'une série aléatoire
X, est lide a celle de 2(X,+ Y,), Y, étant un entier aléatoire
convenablement déterminé en fonction de X,.

Nous allons montrer que, comme sur D, il n’y a pas d’autre
circonstance possible que la quasi—convérgence ct la divergence
essentielle, et que la quasi-convergence se reconnait a la conver-
gence d'une série Zo; tout a fait analogue a celle dont dépend la
confrergence presque sure dans le cas des variables définies sur D
et bornées. o

Pour une variable aléatoire X définie sur T, nous désignerons
par X' celle des abscisses curvilignes du point X qui est située dans
un intervalle semi-ouvert douné (&, 2 + 1); nous appellerons écart
quadratique moyen ct désignerons par ¢{X! le nombre non
négatif défini par '

(27) ot {X| = Min N {(X'— 2)?|

(M désignant la valeur probable, et z et £ variantde — o a + ).
On ne change pas la définition de ¢ en supposant z = + %, cara
chaque valcur donnée de z correspond un minimum obtenu
pourf=x — ;; si, d'ailleurs, cette valeur z — % appartient a un

intervalle qui correspond a un arc de T ne contenant aucunc valeur
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possible de X, on peut aussi choisir 7 arbitrairement dans cet
intervalle sans changer M {(X'— r)*|. Inversement, si { est
donné, le minimum de cette expression est obtenu pour la valeur
bien déterminée p:= M { X'} de =.

Le minimum ¢ est un minimum effectivement atteint pour au
moins un point de'z de I'; celle de ses abscisses curvilignes que
I'on choisit est indifférente. On vérifie aisément que le point
diamétralement opposé sur I' a un tel point 2 ne peut pas étre
pour X une valeur a probabilité positive .[de sorte qu’il est
indifférent, pour la définition de o, de considérer Iintervalle
(&, £+ 1) comme ouvert a droite ou a gauche].

Nous désignerons par p. = p. { X | une des abscisses d’un tel point
minimisant. 1l peut y en avoir plusieurs; tel est le cas évidemment
pour une répartition périodique, et méme, dans le cas de la répar- -
tition uniforme, p est complétement indéterminé. Mais, dans ces

cas, ¢ ne peul pas étre trés petit <il admet un minimum égal

a- réalisé si X admet seulement deux valeurs possibles, égale-
ment probables, correspondant a deux points diamétralement
opposés).

Nous désignerons par p, et o, les expressions 1{X,} et o {X,]

'
On a alors le théoréme suivant :

Ttorime. — Sila série 2 o} est convergente, la série (%X, —pu,)
est presque surement convergente sur I'. Si la série Xaj est
divergente, la série 2X, est essentiellement divergente sur T.

La premiére pértie est évidente : sila séric 2 o] est convergente,
la série 2 (X, — p,) est convergenle cn moyenne, donc presque
saremenl convergente, X, étant celle des abscisses curvilignes du
point X, qui appartient a I'intervalle (p\, — é, B+ ; .

Pour démontrer la réciproque, raisonnons par Pabsurde. Si la
série 2 X, n’est pas essentiellement divergente, on peut déterminer
des conslantes x, telles que la probabilité de la convergence de
2 (X, — x,) soit positive, X, étant celle des abscisses curvilignes
du point X, qui appartient a I'intervalle (x.,-— —;-, z, + %) Il s’agit
d’une série définie sur D, a termes aléatoires indépendants
et bornés; il en résulte que la série TIM{ (X, — )2} [en
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posant p, = I {X|}] est convergente [car autrement la série
2 X, serait essenticllement divergente, et la série 2 (X, — z,)
serait presque sirement divergente]. Comme cette série est une
majorante de 2o}, la convergence de cette derniére série en
résulte. C. Q. F. D.

7. Cas du calcul des probabilités (suite). Convergence et
quasi-convergence des produits infinis sur I'. — Nous venons
d’¢tudier la probabilité de la convergence de la série (26). Nous
allons maintenant étudier la convergence du produit infini de lois
de probabilité qui lui est associé, c’est-a-dire la convergence (au
sens rappelé au début du paragraphe 5) de la suite des lois L,
dont dépendent les sommes S,. Il est évident que, comme sur D,
la convergence presque sire de la série (26) implique la conver-
gence de la suite des lois L, vers une limite L, qui est la loi dont
dépend la somme de la série. La méme remarque s’applique a
la quasi-convergence [ou convergence presque sire d’une des
séries 2 (X, —&,) ]. Mais nous verrons que, sur I, la réciproque
n’est pas vraie; la série (26) peut étre essentiellement divergente,
et pourtantil y a toujours quasi-convergence de la suite des lois L,
vers une limite L.

Nous utiliserons plusieurs modes de raisonnement qui se com-
plétent.

1° L’ensemble des lois de probabilité définies surT est compact.
La suite des L, a donc, ou bien une limite L, ou bien des éléments
d’accumulation L, L/, ..., qui constituent un: ensemble fermé.

Si alors on démontre que toutes les lois L, L/, ..., appar-
tiennent a un ensemble fermé &, il en résulte que L, tend vers &,
c’est-a-dire qu’il existe une loi L, infiniment peu différente de L,
et appartenant a &. Nous dirons dans ce cas que L, appartient a la
limite &; cette maniére de parler ne préjuge pas de I’existence
d’une limite unique L.

2° Nous avons remarqué plus haut que w®(l) et QW (7),
valeurs extrémes de @V (zx + [)—®V(x) quand z décrit T

[@Y (z) désignant la fonction de répartition de S, ], tendent d’une
maniére monotone vers des limites w (/) et (/). On a toujours

(28) ot (DS (DSISQ(NEAM (1),
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de sorte que, si

V(1) — 0 (1),
qui est oscillation de

D (x4 1) — DM ()
quand z décrit T, tend vers zéro, on a
(29) Q(l)y=w (=L

Contrairement a ce qui se passe sur D pour égalité ({) = o,
cette égalité peut étre réalisée pour certaines valeurs de / et ne
pas I’étre pour d’autres. Elle indique en effet que, pour n’importe
laquelle des trois limites 1., I/, ..., la répartition est périodique
ct de période [; si [ est rationnel, cela est possible sans que la
répartition soit uniforme.

Il y a donc trois cas a distinguer :

Premier cas. — L'égalité (29) est vérifiée quel que soit /;
alors L, tend vers la répartition uniforme.

Deuzieme cas. — 1l existe un entier tel que I'égalité (29) soit
vérifiée pour les valeurs de / multiples de ;), et pour celle-la seule-
ment. La répartition définie par L., sans tendre vers 'uniformité,
tend a devenir périodique et de période ;), c’est-a-dire qu’il existe
une loi L, ayant la période indiquée et différant infiniment peu

de L,.

Troisiéme cas. — L’¢galité (29) n'est vérifiée pour aucune
valeur non entiére de /; alors les répartitions limites L, L', ..., ne
sont ni uniformes, ni périodiques.

3° Supposons les lois composantes définies par leurs coefficients
de Fourier 6{'; les lois L, sont alors définies par les coefficients

(30) ay'= 6,6 ... by

Comme |b}|<1, |a;| tend d’'une maniére monotone vers une
limite | a,|, et toutes les valeurs limites de @, (@n. @, .. .) ont
méme module | a,|.

On sait alors immédiatement dans lequel des cas énumérés tout
a I'heure on se trouve. Le premier cas esl caractérisé par a, = o
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pour tout » non nul (comme a)’ et a, sont imaginaires con-
jugués, il suffit de considérer les valeurs positives de n). Le
second cas est caractérisé par @, = o pour tout n non multiple
de p, |an| étant positif pour certaines valeurs dont le p. g. c. d.
est p. Le troisiéme cas est caractérisé par le fait que ja,i soit
positif pour des valeurs de n dont le p. g. c. d. est 1. En effet
ces différentes propri¢iés, d’aprés des remarques déja utilisées
paragraphe 4, caractérisent respectivement sur T la répartition
uniforme, les répartitions de période ; <1, el les répartitions non
périodiques.

Si nous convenons de considérer le produit II |57 comme
convergent si
(31) lim 6 &Y., =1,

Bt

ct comme divergent si cette limite est zéro, on remarque que «,
peut s’annuler dans deux cas bien différents, soit si un (an
‘moins) des b’ est nul, soit si le produit infini I}’ est divergent.
[l importe peu, dans ce qui précéde, que a, soit nul pour une de
ces raisons ou pour lautre, et la divergence des produits
infinis TI|bY'| n’est pas nécessaire pour oblenir les coefficients
nuls qui caractérisent les répartitions limites uniformes ou pério-
diques. Nous avons indiqué au paragraphe 4 des exemples qui
précisent celte remarque; nous avons va qu’un produit fini peut
correspondrc a4 une répartition uniforme ou périodique sans
qu’'aucun des facteurs ait cetle propriété, et, une fois obtenue,
cette propriété subsiste indéfiniment, que les produits II| 5| soient
convergents ou divergents.

4° Nous allons maintenant montrer que toutes les lois limites
L, I, ..., appartiennent a '’ensemble fermé des lois déduites de
I'unc d’elles par addition d’une constante. D’aprés une remarque
faite plus haut (1° du présent paragraphe), il existe donc dans cet
ensemble une loi L infiniment peu différente de L,, ce qui revient
a dire qu’il y a quasi-convergence de la suite des lois L.

S’il n’y a qu’unc loi limite L (et il en est nécessairement ainsi
dans le premier des cas énumérés tout a '’heure), il n’y a rien a
démontrer. Supposons donc qu’il yait au moins deux lois limites,
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et désignons par L ct L' deux telles lois; on peut déterminer des
entiers croissants

’ ’ ’
Vi, Viy Y2 Vay o eeey YRy Yy

auxquels correspondent des lois L, tendant vers L pour les
indices v, et vers L’ pour les indices v,. Considérons alors les
sommes

Xvprr + Xyjppo+ .00 == Xy

elles dépendent de lois ayant au moins un élément d’accumula-
tion L', et, par la maniére méme dont cette loi 1" est définie, on
a L'=LL"; donc, a,, a,, a, désignant respectivement les

coefficients de Fourier de L, L', L”, on a a, = a, a,. Comme
|an| = |@,|,si|an| >0, 0n a
(32) Lay =1.

apreés la inition des coefficients de Fourier, cela implique
D’aprés la définition d fficients de F la impliq
que, pour toutes les valeurs de x possibles pour la loi L”, e*ninr
ailla méme valeur. Elles correspondent donc sur I' (s’il y en a plu-
sieurs) aux sommets d’un polygone régulier a n' cotés, n' divisant n.
Or ce raisonnement s’applique a des valeurs de n dont le p. g.
c. d. est p dans le second cas et 1 dans le troisiéme. Il n’y a donc,
pour la loi L. qu'unc détermination possible dans le troisiéme cas;
il peut y en avoir p dans le second; de toute facon px (p =1 dans
le troisiéme cas) correspond a un point bien déterminé de T'; et
la formule (32) est vérifiée, non seulement pour certaines valeurs
de n dont le p. g. c. d. est p, mais pour tous les multiples de p.
Or, dans le second cas, la loi L correspondant a une répartition

périodique et de période ;5, I'addition d’un multiple de;l)est indif-

férent, et la loi L' résulte, aussi bien dans ce cas que dans le
troisiéme cas, de l'addition d’une constante non aléatoire a la
variable aléatoire définie par la loi L.

Nous avons donc démontré le résultat annoncé : il y a, dans
les trois cas, .onvergence ou quasi-convergence vers une répar-
tition L. (uniforme dans le premier cas, périodique et non uni-
forme dans le second, non périodique dans le troisiéme).

5" Nous allons maintenant étudier les relations qui existent entre
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la convergence de la série (26) et celle du produit infini de lois de
probabilité qui lui correspond. Il est évident qu’il faut pour cela
donner de cctie derniére convergence une définition qui ne soit
pas modifiée par la suppression d’un nombre fini de facteurs.

Le cas de divergence essenticlle du produit infini sera alors
le cas ou il y a convergence vers la répartition uniforme (premier
cas ci-dessus), ct ou de plus cette circonstance ne peut pas étre
modifiée par la suppression d’un nombre fini de facteurs. En
faisant intervenir les coefficients de Fourier, ce cas est caractérisé
par le fait que, quels que soient n différent de zéro et v, on a

(33) BB =0,

Le cas mizte est celui ou il y a quasi-convergence vers une
répartition périodique (de période I—) et peut-étre uniforme; si P'on
supprime un nombre fini assez grand de facteurs, I'uniformité dis-
parait et la périodicité subsiste. Ce cas est caractérisé par le fait
que la formule (33) est vérifiée pour tout n non multiple de p,
tandis que la formule (31) I’est au contraire pour des valeurs de n
dont le p. g. c. d. est p; eclle est par suite, pour les raisons
indiquées a propos de la formule (32), pour tout » multiple de p.

Le cas de quasi-convergence est alors celui ou la formule (31) est
vérifiée quel que soit n. Sil'on supprime un nombre suffisamment
grand de lois composantes, il y a alors quasi-convergence vers une
loi qui, non seulement n’est ni uniforme ni périodique, mais est
arbitrairement voisine de I'unité (*).

On remarque qu’on peut définir le cas mixte comme étant celui
ou il y a convergence par rapport au module p, mais non par
rapport au module 1. On peut alors prévoir le théoréme
suivant:

(') C’est-a-dire la loi ne comportant qu’une seule valeur possible; on ne restreint
rien en supposant cette valeur nulle.

On remarque que, pour la suite des sommes S,, la convergence de leurs lois de
probabilité vers une répartition non périodique implique la formule (31) pour
toutes lcs valeurs de n, donc la convergence en probabilité vers zéro de Syr — Sv
pour v indéfiniment croissant et v' > v, donc la convergence en probabilité de la
suite des S, vers une variable aléatoire S. Il n’en serait pas ainsi pour une suite
de variables aléatoires quelconques; la convergence des lois de probabilité,
n’excluant pas 'indépendance des variables considérées, n’entraine pas la conver-
gence en probabilité. )
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Théoréeme. — Le cas de quasi-concergence est réalisé si la
série (26) est quasi-convergente surT; le cas mizte est réalisé si

. 1 ]
elle est quasi-convergente par rapport au module; sans l'étre

par rapport au module 1; le cas de dicergence essenticlle est
celui ou elle est essentiellement divergente par rapport &
n’importe quel module.

La premiére parlie est évidente. Si la série (26) est quasi-
convergente, on peut, par I'addition a chaque terme d’une con-
stante convenable, la rendre presque sirement convergente. Alors,
si v est assez grand, et quel que soit ¥’ > v, la somme

(34) Sv'— S~, = val + Xv_;_g + ...+ Xw,

dépend d’une loi arbitrairement voisine de I'unité, et cette circon-
stance subsiste pour ' infini [la somme (34) étant définie pour v/
infini, sauf dans des cas dont la probabilité est nulle].

‘Montrons maintenant que la quasi-convergence du produit infini
entraine celle de la série (26). D’aprés la définition de la quasi-
convergence, on peut, par addition aux X, de constantes conve-
nables, rendre convergent le produit considéré. Comme nous ’avons
vu, il y a alors, non seulement convergence de la suite des lois
dont dépendentles S,, mais convergence en probabilité, donc aussi
convergence mutuelle en probabilité, de la suite des S, ; c’est-a-dire
que, ¢ étant arbitrairement petit, on a, pour v assez grand
[v>N(e)] ety 2v,

(35) Pri Sy —S8, <s(mod1)}>1—¢;
il faut montrer que la convergence presque sure en résulte. Nous
allons utiliser a cet effet un mode de raisonnement souvent

employé dans la théorie des séries aléatoires. La variable X,,
définie seulement sur T, dépendant d’un entier arbitraire, nous:

P . .. - 1
pouvons choisir cet entier de maniére que | X, | 2;- Donnons-nous

une longueur /<< I, Désignons par e, (pour A >v) I’hypothése

Sir—8,. 8l (hk=v+1,v+2, ... h—1)
ISlz_‘S‘l,>[-
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et par a la probabilité de cette hypothése ; posons

: = a, w2+ ... =Prili S,—S,!>1),
(36) A =0y g Ry + rln;:;:np. P > |

et prenons pour v' un nombre assez grand pour que

k3
g =+ Oyoo =+ ... +a-;'>;;-

Pour £ compris entre v et ¥'[v'2/h >v>N(z)], on a, d’apreés
la formule (35),

Prz-Sy'—S/, <s(m0d1);>|—s,

et, la différence S, —S; ne conlenant que des termes X
d’indices A > A, donc indépendants de ceux qui figurent dans
Phypothése es, cette probabilité est indépendante de cette hypo-
thése. On a donc

Pr{e;,,‘Sv:—S., >/—ce(modu))|
gPr{e/,,'Sw—-S/, <e(mndl)"'\;1/,(l—s),

d’ou, par une sommalion par rapport a A(h=v 41, v +2,...,v)

o

Pr’,‘Sy'—S.,f}l—s(modl f:» o

2 ’
. . 7
et compte tenu de (35), el si e << 5

| —¢ 2z
< s, 2 —
2 1 —c

Donc, quelque pelit que soit /, ¢ étant inférieur a la fois a - et a
un nombre arbitrairement petit ¢/, et v > N(¢), on a

,

2

e <T—m
c’est-a-dire que « tend vers zéro pour v infini. Il y a donc bien
convergence presque sire de la série (26).

Nous avons ainsi établi que la quasi-convergence de la série (26)
et celle du produit infini sont liées (de méme pour la convergence).

Or on ne change rien a nos raisonnements en remplacant I' par une

. . 1 N .
circonférence de rayon ; la convergence presque sire ou la quasi-
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convergence de la série (26) par rapport au module % sont donc
lides a la convergence ou a la quasi-convergence du produit
infini dans les conditions indiquées dans la définition du cas mixte.
Par suite, la divergence essentielle de la série entraine celle du
produit infini. La démonstration du théoréme est ainsi compléte.

Rappelons que : dans le cas de divergence la répartition limite
est uniforme; elle peut U’étre dans les autres cas; dans le cas

. , . . ' 1 2
mizte, elle est périodique et de période =3 elle peut l'étre dans

le cas de quasi-convergence. Dans ce dernier cas, la répartition
limite peut donc étre uniforme, ou périodique et non uniforme,
ou encore non périodique ().

6° Terminons ce paragraphe par quelques remarques qui sont
des applications évidentes des résultats précédents.

Considérons d’abord le cas ou toutes les valeurs possibles de X,
sont multiples de = (p indépendant de v); le cas de quasi-conver-
gence et le cas mixte sont seuls possibles. Le premier est carac-
térisé par la convergence de la série 2a,, en désignant par 1 — «,
la probabilité de la plus probable des valeurs de X,. Si cette série
diverge, il y a, soit convergence vers unc répartition uniforme
cntre les p valeurs possibles, soit quasi-convergence vers une
répartition de pc’riode;‘, (p' étant un diviseur de p).

Considérons maintenant les puissances successives d’une loi
quelconque. S’il y a au moins deux valeurs possibles, le cas de
quasi-convergence est exclu, et il n’y a que deux cas a distinguer.
Dans le premier, les valeurs possibles correspondent a des sommets
d’unpolygone régulier de p cotés; tous les sommets ne sont peut-étre
pas des valeurs possibles; mais nous pouvons, d’une part ramener
une des valeurs possibles a zéro par addition d’une constante,

d’autre part supposer qu’aprés cette réduclion ;—) est le p. g. c. d.

(') L’exemple de la série

o

1
167

x| -

A

(les signes + et — étant, pour chaque terme, également probables) montre que,
méme dauns le cas de convergence sire, la répartition peut devenir uniforme méme
si elle ne I’est pour aucune somme finie.
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des valeurs possibles (autrement on remplacerait p par un nombre
plus petit, p/, diviseur de p). Dans ce cas, les puissances de la
répartition étudiée ont pour limite une répartition uniforme entre
les p valeurs possibles.

Dans tous les autres cas, les puissances de la loi donnée ont pour
limite la répartition uniforme sur T

Ce résultat s’applique méme s’il n’y a que deux valeurs possibles,
pourvu que la différence de ces valeurs soit irrationnelle. Comme
les v + 1 valeurs possibles de S, ont des probabilités proportion-
nelles aux coefficients du binome (pour I'exposant v), le résultat
ainsi obtenu peut se rattacher a des propriétés de ces coefficients.

8. Les chalnes continues et les lois indéfiniment divisibles
sur I'. — Considérons, au lieu de la suite des sommes S,, une
fonction X (£), aaccroissements aléatoires indépendants, c’est-a-dire
que, sity > t,, X (¢,)— X (¢,) est indépendant, aussi bien de X (¢,)
que de toutes les valeurs de X (¢) pour ¢ <<¢;; les valeurs de la
fonction sont, soit des variables réelles (représentées par des
points de D), soit des variables définics module 1 (représentées
par des points de T'); X (¢ —o) et X (¢+ o) peuvent ne pas étre
égaux.

La fonction de répartition de X(¢) — X(s) (pour ¢ >s) étant
désignée par F(s,¢,2) si X est défini sur D ct par ®(s, ¢, z) si
X est défini sur T, les propriétés énoncées s’expriment par les -
équations intégrales

(37) AF(s, u, .1:)=/ AF (s, t, x —y)d,F(¢, u, »)
D .

(38) A®(s, u. ) :fA ®(s, b, 2 —y)dy®(t, 0, ) (s <L<u)
T

Pour chaque systéme de valeurs des paramétres s, ¢ et u, ces
équations sont des formes (7) et (8); le théoréme fondamental du
paragraphe 2 s’applique donc (que I'on soit ou non dans le cas du
calcul des probabilités) et donne le moyen de déduire de chaque
solution de I'équation (37) une solution de I’équation (38). Mais
toutes les solutions de cette derniére équation ne peuvent pas éire
obtenues de cette maniére.

Nous allons nous placer dans le cas du calcul des probabilités,
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cL montrer les caractéres qui distinguent les solutions spéciales a
I'équation (38) de celles qui se déduisent de solutions de I'équa-
tion (37).

1 La plus simple des solutions de I'équation (38) estobtenue en
prenant ®(s, ¢, z) = x : quels que soient s et t >z, X(¢) —X(s)
est une variable aléatoire choisie sur T avec répartition uniforme
de la probabilité. La valeur de X (¢), pour chaque valeur de ¢, est
donc choisie au hasard sur T, chacun de ces choix étant indépen-
dant de tous les autres; il n’est restreinl par aucune condition
de continuité.

Si ¢t désigne le temps, les foncions X (¢) correspondent & un
mouvement d’une particule infiniment mobile, dont chaque position
n’aurait aucun lien avec ses positions antérieures. Un tel mouve-
ment ne peut pas étre utile a considérer dansles sciences appliquées.
De plus, au point de vue du calcul des probabilités, le choix
de X(t) implique I'idée d’unc loi définie dans un enscinble ayunt
unc pnissance supéricure a celle du continu; nous avons déja
montré ailleurs la difficulté qu’il y a a raisonner sur une pareille
loi, 2 moins de se contenter d’étudier ce qu’on peut appeler ses
projections ('). :

Des remarques tout a fait analogues peuvent étre faites au sujet
du cas ou X(¢)==z(t) + X,(¢), z(¢) étaut une fonction donnée,

et X,(¢) ayant seulement p valeurs possibles, multiples de }I;a ct

également probables, les choix correspondant a différentes valeurs
de ¢ ¢tant indépendants les uns des autres.

2” Pour unc étude plus générale, nous dirons que ¢ est un point
de divergence essentielle & gauche si, ¢, ts, ..., ty, ... élant
une suite de valeurs croissantes ct tendant vers ¢, la série
2[X(ta) — X(2,)] est, par rapport & n’importe quel module
rationnel, essentiellement divergente. Il en résulte évidemment
que, quel que soit s<C¢, la différence X (2)-—X(s) est une
variable aléatoire choisie sur T avec une répartition uniforme de

(') Les remarques que nous avons faites sur ce sujet dans notre théorie de
Paddition des variables aléatoires ont été depuis développées par J. L. Doob,
dont les conclusions confirment absolument ce que nous avions dit d’une
maniére plus concise.
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la probabilité. Cette conclusion ne subsistant pas si la série consi-
dérée est quasi-convergente par rapport & un module rationnel
(car elle est alors en défaut pour s =¢,), il en résulte que la défi-
nition considérée est indépendante du choix des points ¢,.

Tout point ¢, qui est point d’accumulation de points de diver-
gence cssenuelle a gauche, situés a sa gauche, .est lm-méme un
point de divergence essentielle a gauche. :

On définit de méme les points de divergence essentielle a droite.
Un point de divergence essentielle est un point.z qui a cette pro-
priété au moins d’un cété. Alors, si s<<t<<u, la différence
X (u) — X(s) est une variable aléatoire choisie sur I' avec une
répartition uniforme de la probabilité.

L’ensemble de ces points est fermé. L’ensemble des points pour
lesquels il y a quasi-convergence des deux cétés, par rapport a au
moins un module, est done ouvert.

Des remarques analogues s’appliquent aux points miztes, qui
sont des points de divergence, au moins d’un c6té, par rapport au
module 1, et qui sont des points de convergence par rapporta au

moins un module 5 (donc aussi par rapport a 7’ si p' est multiple

de p)- On en déduit que I'enscmble des points de quasi-conver-
gence, c'est-a-dire de ceux qui le sont des deux cotés par rapport

au module 1 (donc aussi par rapport é}%, quel que soit'entier p),
est'un ensemble ouvert.

3° Nous allons maintenant étudier X (¢) dans un intervalle
fermé, intérieur a un des intervalles ouverts dont tous les points
sont des points dequasi—co’nvergence (*). Dans ce cas, la fonction
aléatoire X (¢) peut étre déduite d’une fonction définie sur D, en
faisant abstraction de sa partie cntiére. On le montre en recom-
mencant la théoric des fonctions a accroissements aléatoires indé-
pendants, bien connue dans le cas des fonctions définies sur D.
Il n’y a aucun changement essentiel. Nous nous contenterons d’en
-rappeler les grandes lignes.

(') Les résultats qui suivent, ne dépendant que des valeurs de X(¢) dans ¢,
s’appliquent naturellement aussi si I’extrémité de gauche de e est un point de
divergenre A gauche, et si son extrémité .de droite est un point de divergeuce
2 gauche.

LXVII. 3
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- En ajoutant d’abord a X (¢) une fonction non aléatoire convena-
blement déterminée, on peut réduire le cas générel a celutou il y
a en tout point convergence presque sire a gauche et a droite, et
pas seulement quasi-convergence. Il peut ensuite exister des
points t .( points de discontinuité fizes) pour lesquels la diffé-
rence AX(7) = X(r+ 0) — X (7 — o) n’est pas presque sirement
nulle; la somme de ces discontinuités AX (7), pour l'intervalle e,
et par suite pour n'importe quel intervalle €' intérieur a e, est
quasi-convergente. En retranchantla somme (ou quasi-somme) de
ces discontinuités, on effectue une. seconde réduction, aprés
laquelle X (¢) dépend d’umne loi qui varie d’une maniére continue
avec ¢.

De plus, nous étudierons. X(¢) de gauche a droite, a partir
d’une valeur ¢, pour laquelle nous supposerons X (£) =o (')
Pour tout £ > ¢,, X(¢) est alors une somme de termes aléatoires
indépendants les uns des autres, dépendant de lois trés voisines de
P'unité. La loi dont dépend X (t) est alors appelée loi infiniment

" divisible sur T'.

Il peut y avoir encore des dwcontmuztes mobiles. On peut
naturellement attribuer a chaque saut une hauteur u = AX(7)
comprise entre o et 1. Le nombre probable de tous les sauts
peut étre infini; mais pour chaque intervalle (u,, u,) intérieur a
'intervalle (o, 1), et pour chaque intervalle ¢' intérieur a e, le
nombre probable des sauts pour lesquels = appartient a ¢’ et u a
Pintervalle (%,, u.)est fini, et tend vers zéro avec la longueur de e
(uy et u, étant fixes). On en déduit que pour chaque intervalle
fixe ¢/, ce nombre probable étant de la forme N(u,) — N(uy), le
nombre effectif de ces sauts est une variable aléatoirc dépendant de
la loi de Poisson, et leur somme est une variable aléatoire dont la
nature est bien définie par la donnée de la fonction de répartition des
sauts N(u). Quand u, et 1 — u, tendent vers zéro, la somme consi-
dérée devient une série a termes aléatoires indépendants les uns
des autres, et qui doit étre quasi-convergente. Les conditions a
imposer a la fonction N (%) pour qu’il en soit ainsi sont lcs mémes
que dans la théorie des lois indéfiniment divisikles sur D, pour les

(%] Sans cette 'hypothése, les résultats qui suivent sapphqueralent oon -3
X(t), mais A X(¢) — X(¢,).
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valeurs trés petites de u. Si elles sont vérifiées pour e, elles le sont

"aussi pour n'importe quel intervalle ¢’ intérieur a e. On définit
ainsi une variable aléatoire X,(¢) qui est la quasi-somme des
sauts effectués en des points de e d’abscisses inférieures a ¢; elle
est définie & une fonction non aléatoire prés, que 'on peutajouter;
nous la suppeserons bien entendu définie de maniére que X,(¢)
soit nul pour ¢ =¢, et dépende d’une loi qui varie d’'une maniére
continue avec ¢.

Ce lerme X,(t) peut étre considéré comme somme ou quasi-
somme de variables aléatoires indépendantes les unes des-autres,
et dont chacune est la quasi-somme des sauts ayant une méme
valeur u. Naturellement. les valeurs de u qu’il faut considérer
peuvent constituer un cnsemble fini, ou infini dénombrable, ou
non dénombrable. Dans ce dernicr cas qui est le cas général, la
quasi-somme qui représente X,(¢) se présente sous la forme d’une
intégrale de Stieltjes. De loute facon, comme dans ’étude des lois
indéfiniment divisibles sur D, il y a un théoréme d’unicité : /I n'y
a qu'une seule maniére de représenter X,(t) par une somme,
une série ou une intégrale (quasi-convergenles) dont chaque
élément corresponde a une valeur donnée de u et représente une
variable aléatoire dépendant de la loi de Poisson enroulée ().

4° Il nous reste a étudier le terme () = X () — X,(¢).

Il est nul pour¢=¢,, indépendant des autres termes, est
toujours une fonction de ¢ a accroissements aléatoires indé-
pendants, et est de plus une fonction de ¢ presque sirement
continue. Cela veut dire que, ¢ et ¢’ étant des nombres positifs
arbitrairement petits, on peut diviser e en intervalles partiels
€1y €2, ..., ey, de maniére que, sauf dans des cas de probabilité
totale inféricure a €', les accroissements de £ (¢) dans les inter-
valles e; soient tous en modules inférieurs a e. Naturellement,
sur T, la partie entiére de £ (¢) est indifférente. Mais on peut

(') Rappelons le principe de la démonstration. Un produit de lois de Poisson
peut étre obtenu par un processus homogéne, c’est-A-dire que logb, varie (de
zéro a sa valeur finale) proportionnellement 4 ¢. Le coefficient qui correspond,’
dans la somme ou intégrale considérée, & chaque intervalle Au (fini ou infimi-
ment petit, mais ne comprenanat pas l'origine), est alors le nombse probable des
sauts pour. lesquels u appartient a cet intervalle. Cette mterpretanon exclut
toute indétermination.
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définir cette fonction sur D de maniére que I'accroissement de (¢)
pour chacun des ¢; soit inférieur en module a ¢, sauf dans des cas
de probabilité inférieure a . Comme ¢ et ¢ sont arbitraircment
petits, 'accroissement de §(¢) (sur e ou sur tout intervalle intérieur
a e) est, d’aprés le second théoréme fondamental du calcul des pro-
babilités, la somme d’une constante et d’une variable gaussiennc.
Alors £ (¢) est, sur D, la somme d’une fonction continue et non
aléatoire de ¢ (qu'on peut rattacher a la fonction non aléatoire
considérée dans la premiére réduction; on peut donc la négliger
dans ce qui suit) et d’une variable gaussienne, dont la valeur
quadratique moyenne est une fonction continue et non décrois-
sante de ¢. Donc enfin, sur T, £(¢) obéit a la loi de Laplace-
Gauss enroulée sur T, c’est-a-dire celle dont la densité de proba-
bilité est, pour chaque valeur de ¢, de la forme

2 k)

1 [T
_ 2 e M ,
/

my/2x

—

(39) o(a) =

m étant un paramétre, fonction non décroissante de ¢.

Les coefficients de Fourier, qui se déduisent par la formule (6)
de la fonction caractéristique de la loi de Laplace-Gauss, sont
donc

—STT
a,=e Rt

Lorsque m est petit, la variable aléatoire définie par ces
formules est trés petite, sauf dans des cas trés peu probables, et
la loi de Laplace-Gauss enroulée ne différe guére de la loi corres-
pondante définie sur D. La différence s’accentue quand m croit;
la densité maxima, réalisée pour z = o ('), ne peut que décroitre;
de méme la densité minima ne peut que croitre (2); pour m infini,
la répartition devient uniforme.

(') C’est une conséquence évidente de ce que les lois considérées sont des
carrés de lois absolument continues, et symétriques; si ¢ (x) est la densité de
probabilité, on a ¢ (¥) = ¢ (—y), dou

/I:?(y)q:(—y)d}'—‘/‘[‘q:(y}c.o(z—y)dy=;fr[v(y)—q»(x—y)]’dyzm

(*) C’est une conséquence évidente de propriétés des fcnctions Q () et w(/{)
définies paragraphe 6, qui ne peuvent que croitre quand on passe d’une loi
résultante 2 la loi composante; or, ' (0) et Q' (0) sont, pour une loi absolument
continue, les valeurs extrémes de la densité.
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Pour chaque valeur de m, la densité ¢ () décroit quand z croit

de zéro a % Cela est évident, si m est petit, d’aprésla formule (39);

et 'on déduit de la formule (8'), qui s’applique ici aux fonctions
¢(z) correspondant aux valeurs m, m, et m, de m liées par la

relation
m? = m%}+ mn}

(en prenant m, trés petit), que la propriété indiquée ne cesse pas
d’étre exacte quand m croit. D’ailleurs, pour m assez grand, la
propriété indiquée se vérifie immédiatement par le développe-
ment )

p(x)=1+2 E e—¥mt cos 2 7 N
1

de ¢ (z) en série de Fourier.

Cette propriété est d’autre part rendue intuitive par l'interpré-
tation de la fonction (39) que donne la théorie de la chaleur.
Cette fonction représente, pour une valeur du temps proportion-
nelle & m?, la température d’une circonférence homogéne initia-
lement chauffée au point d’abscisse zéro.

De cette propriété, on déduit g = o (p étant le nombre défini
paragraphe 6, 2°). L’écart quadratique moyen se calcule alors
aisément par la formule

+§ 0
B I 1 (—ue

4 52 = 2 = -

(41) f[ x2d®(x) P —

- 1

S

an

¢videmment valable pour toute loi symétrique et telle que p. = o (?);
on trouve ainsi
( ./12) 2= —I— —+ L Z (_:211‘ e—‘z‘l’."m’n”

n

(?) Cela est du moins évident pour une loi absolument continue, et dont la
densité ¢ () soit représentable par une série de Fourier uniformément con-
vergente. Or on peut modifier n’importe quelle loi donnée de maniére 2 réaliser
cette hypothése, et cela en modifiant arbitrairement peu les deux membres de
la formule 3 démontrer.
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expression qui est bien nulle pour m=o et égale & — p()nr
m infini. :

5° Revenons a la somme des sauts pour étudier quelques cas
particuliers en commencant par la loi de Poisson elle-méme, pour
laquelle tous les sauts ont une méme valeur u. Les valeurs a
probabilités positives sont les valeurs hu(h =o, 1, 2, ...).

Si u estirrationnel, ces valeurs sont toutes distinctes et forment
un ensemble partout dense sur I (alors tous les points de T
correspondent a des valeurs posst’l)les de X). On sait que chaque

valeur Au a la probabilité e 2, 6 étant le nombre probable des

h 1
sauts. .

Si au contraire u — % (p et g étant des entiers premiers entre
eux), il n’y a que p valeurs distinctes possibles, o, u, ... (p—1)u,
et il vient

—0gh+k
(43) X hu‘ Z(;+,;; (h=o0,1,2, ..., p—1).

En donnant a u les valeurs—;;, 2, .. .,P;I, on obtient p —1
lois, qui sont les éléments d’un groupe de lois indéfiniment divisibles
pour lesquelles toutes les valeurs possibles sont multiples de —'—; une

loi de ce groupe est bien définie par les (p —1) paramétres
64y 02, ..., 6,4, chacun des 6, étant le nombre probable des sauls

h .re . T
de hauteur;- La décomposition d’un tel produit en facteurs étant

unique, on obtient des lois dépendant de p — 1 paramétres; si 'on
identifie ces lois avec une répartition arbitraire de la probabilité
entre les p valeurs de z considérées, il peut y avoir des conditions
de possibilité imposées aux p — 1 probabilités indéterminées dont
dépend une telle loi; mais il ne peut s’agir que de conditions
d’inégalité. 1l existe effectivement de telles conditions; il est
évident notamment que, s'il y a deux valeurs a probabilités posi-

tives dont la différence soit}%, q étant premier avec p, les p valeurs

considérées ont des probabilités positives.
Supposons d’'abord p =2. Les probabilités des deux valeurs
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possibles sont _
3
‘ e—o(l +:—, +.. ) = e—0ch,

(44) l 0 +.._>=e—05h0.

Leur rapport est th6. Comme l'addition d’une constante égale
s I
4 0 ou_ permet en tout cas de supposer que zéro est la plus

probable des deux valeurs, on voit que, siles deux valeurs possibles
sont inégalement probables, et dans ce cas seulement, on a une
loi de Poisson. L’égalité des probabilités, quoiqu’elle s’obtienne
asymptotiquement, ne définit pas une loi indéfiniment divisible
(nous avions déja remarqué qu’elle ne peut s’obtenir par I'addi-
tion d'un nombre fini de termes indépendants que si elle est
réalisée par I'un d’eux). Si p = 3, les probabilités des trois valeurs
possibles, pour la loi de Poisson, sont faciles a calculer; on
trouve
38 ) 2

(45) §<l+ze ’cosﬂ) %[l—e_T(cosg;@iVisino—g;%)]-

Les calculs nécessaires pour savoir si une répartition donnée de
la probabilité entre ces trois valeurs est un produit de lois de
Poisson, par la méthode directe, sont assez compliqués. En
introduisant les coefficients de Fourier, ils deviennent trés simples,
et peuvent étre effectués facilement pour une valeur quelconque
de p.

On sait que, pour la loi de Poisson correspondant a une valeur

donnée de u, on a
log A(2) = 0(ermint—y),

et par suite, d’apreés (6),

(46) © log an= 0 (ermiu—r),

Pour un produit de p — 1 lois de Poisson qui correspondent
pP—1

I 2
aux valeurs PR de u, on a donc

P -1 h
n- w®i .
(47) loga,.:ZO,. e P —x),
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et, comme la suite des a, est périodique, I'identification d’un tel
produit avec une répartition donnée de la probabilité entre les
p valeurs possibles dépend de la résolution d’un systéme de
p — 1 équations linéaires (obtenues en: donnant a n les valeurs
1,2, ..., p—1), et le déterminant de ces équations n’est pas nul.
Si en effet il était nul, le syst¢éme homogéne aurait au moins une
solution non identiquement nulle 6}, 9,, ..., #,_,. Pour A assez
petit, si 6, 6,, ..., 6, sont positifs, tous les 6,4+ 4 6§, seraient
positifs, et le produit de lois de Poisson défini par ces paramétres
serait indépendant de A, ce qui est en contradiction avec le
théoréme d’unicité énoncé a la fin du 3° du présent paragraphe.

St alors une répartition de la probabilité entre les p valeurs

multiples de L est donnée, pour savoir si c’'est un produit de lois
P ? p P

de Poisson, il suffit de calculer ses coefficients de Fourier,
iy Aoy ooy Apy, et d'en déduire les 6, comme il vient d'étre
dit; la condition nécessaire et suffisante est que les valeurs
obtenues des 4 (nécessairement réelles, puisque a; et a_; sont
imaginaires conjugués) soient positives. La condition nécessaire
et suffisante pour que la loi donnée soit indéfiniment divisible
est alors que cette condition soit réalisée, soit pour cette lot, soit
pour une des p — 1 autres lois que l’on en déduit par Uaddition

d’une constante multiple de% (")-

6° Terminons ce travail par ’étude d’un autre cas particulier,
celui des lois obtenues par I’enroulcment sur I' des lois définies
sur D et que nous avons jusqu’ici appelées lois stables, mais que
I’emploi de ce mot fait plus haut nous oblige a appeler ici-lois de
types stables. On les obtient, en excluant seulement la loi de
Laplace-Gauss, en supposant que, pour chaque signe de u, le
nombre probable des sauts dont la hauteur prise en valeur absolue
dépasse u est de la forme cu-7, avec y << 2 (restriction imposée
_par la condition de quasi-convergence de la somme des sauts, pour

(') Il serait intéressant d’avoir une régle simple p>rur déterminer cette
constante, si elle existe. Pour p = 3, il suffit de ramener 2 zéro la valeur la
plus probable; pour p assez grand, cette régle ne s’applique évidemment plus;
on voit aisément qu’elle est déja en défaut pour p = 3.
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les petiles valeurs de u). Par ’enroulement sur T', on obtient une
loi pour laquelle, a chaque intervalle élémentaire du, correspon-
dent des sauts dont le nombre probable est

~+ @
[c+ ¢ sgn(u—+ h)] .
(48) D e (05 <o),

La loi de Cauchy estla loi symétri(iue pour laquelley =1. Pour
la loi de Cauchy enroulée, ’expression précédente devient

+
I crx2du
4 cduz ==
(49) (u~+ h) sintzu’
—®
de sorte que, de o a 1, on peut prendre — mccotmu comne

fonction de répartition du nombre probable des sauts en fonction
de leur hauteur. C’est (comme les autres lois stables enroulées)
une loi absolument continue. La densité de probabilité est,
d’apres (2'), '

-+ o

1
(0) W= X
: I+—T—

La fonction caractéristique de la loi de Cauchy étant d’ailleurs
e~*™l, les coefficients de Fourier de ¢ (z), d’apreés la formule (6),
sont e~**I"l et on a

»
(51) y(z)=1+2 Ze“”"fcowznw,
1

d’ot I'on déduit pour le carré de 'écart quadratique moyen la
valeur
1 (=

12 =2 n?
1

(52) gr= e—2Tnc,

Le 1°r aout 1938.



