CAPITEL 8

VON DER ART DIESE IRRATIONAL-FORMEL V(a + bz + cax + da?)
RATIONAL ZU MACHEN

112.

Wir schreiten hier fort zu einer Formel da z zu der dritten Potestit
ansteiget, um hernach bis zur vierten weiter zu gehen, ohngeacht diese beyde
Fialle auf eine #hnliche Art behandelt werden miifen.

Es soll also diese Formel @ -+ bz + cxx + d2* zu einem Quadrat gemacht,
und zu diesem Ende geschickte Werthe fiir # in Rational-Zahlen gesucht
werden; dann da dieses schon weit groflern Schwierigkeiten unterworfen ist,
so erfordert es auch weit mehr Kunst nur gebrochene Zahlen fiir # zu finden,
und man ist gendthiget sich damit zu begniigen, und keine Auflésung in
gantzen Zahlen zu verlangen. Zum voraus ist auch hier dieses zu mercken,
daf man keine allgemeine Auflosung geben kann, wie eben geschehen, son-
dern eine jede Operation giebt uns nur einen einzigen Werth far « zu er-
kennen, da hingegen die oben gebrauchte Methode auf einmahl zu unendlich
viel Auflosungen leitet.

113.

Da es unter der vorher abgehandelten Formel « -4 bx + cxx unendlich
viel Falle giebt, da die Auflosung schlechterdings unmoglich ist, so findet
solches vielmehr bey der gegenwirtigen Formel statt, wo nicht einmahl an
eine Auflosung zu gedencken ist, wofern man nicht schon eine wei oder er-
rathen hat; dahero man blos allein fir diese Falle Regeln zu geben im Stande
ist, durch welche man aus einer schon bekannten Auflosung eine neue aus-
findig machen kann, aus welcher nachgehends auf gleiche Weise noch eine
andere neue gefunden wird, also daB man solcher Gestalt immer weiter fort-
gehen kann.
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Inzwischen geschieht es aber doch ofters, da wann gleich schon eine
Auflosung bekannt ist, aus derselben doch keine andere geschlossen werden
kann. Also daf in solchen Fillen nur eine einzige statt findet, welcher Um-
stand besonders zu bemercken ist, weil in dem vorhergehenden Fall aus einer
einzigen Auflosung unendlich viel neue gefunden werden konnen.

114.

Wann also eine solche Formel a 4 bx 4 caxx + da® zu einem Quadrat
gemacht werden soll, so muB nothwendig schon ein Fall voraus gesetzt werden
wo dieses geschieht; ein solcher aber fallt am deutlichsten in die Augen,
wann das erste Glied schon ein Quadrat ist und die Formel also heifit
ff-+bx + cxx + da®, welche offenbahr ein Quadrat wird, wann man setzt x =0.

Wir wollen also diese Formel zuerst vornehmen, und sehn wie aus dem
bekannten Fall z =0 noch ein anderer Werth fiir # gefunden werden konne;
zu diesem Ende kann man zweyerley Wege gebrauchen, von welchen wir
einen jeden besonders hier erkliren wollen, und wobey es gut seyn wird mit
besondern Fallen den Anfang zu machen.

115.

Es sey demnach diese Formel 14 2z — xzx 4 2* gegeben, welche ein
Quadrat werden soll. Da nun hier das erste Glied 1 ein Quadrat ist, so
nehme man die Wurzel von diesem Quadrat also an, daB die beyden ersten
Glieder wegfallen. Es sey demmnach die Quadrat-Wurzel 1+ z, davon das
Quadrat unserer Formel gleich seyn soll, und da bekommen wir

1420 —xx+ =14 22 + 2z,

wo die beyden ersten Glieder einander aufheben, und diese Gleichung heraus-
kommt zz—=—zxx 4 2* oder 2°=2xx, welche durch zz dividirt so gleich
giebt x = 2, woraus unsere Formel wird 14+4 —4 4 8=29.

Gleichergestalt wann diese Formel 4 + 62 — bzx -+ 32° ein Quadrat werden
soll, so setze man erstlich die Wurzel =2 + nx und suche » also daB die
beyden ersten Glieder wegfallen, weil nun wird

4+ 62 —>bxx+38°=4 4 dnx + nnxx,

so muf seyn 4»=06 und also » = %, woher diese Gleichung entspringt
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9 29 29
—bax 4 34° = [ax oder 34’—= wx, dahero x =5, welcher Werth unsere

2
Formel zu einem Quadrat macht, deBen Wurzel seyn wird 2 4 —Z—«x - %-

116.

Der zweyte Weg bestehet darinn, daB man der Wurzel drey Glieder
giebt, als -+ gx + hxx, welche also beschaffen sind, daf in der Gleichung
die drey ersten Glieder wegfallen.

Es sey z. E. diese Formel gegeben 1—4z 4 6xx— 5a®, hievon setze
man die Wurzel 1 — 2z -+ howr da dann seyn soll

1—4x+ 6z —br*=1—4x + dox + 2hax — 4ha® & hhat;

hier fallen die zwey erste Glieder schon weg, damit aber auch das dritte
wegfalle, so mul seyn 6 =2k + 4 und also 2 =1, darans bekommen wir
— 5xP = — 42* + o*, wo durch 2® dividirt wird: —5 = —4 4+ 2 und x = —1.

117.

Diese zwey Methoden konnen also gebraucht werden, wann das erste
Glied @ ein Quadrat ist. Der Grund derselben beruhet darauf, da man bey
der ersten Methode der Wurzel zwey Glieder giebt, als f-+ px, wo f die
Quadrat-Wurzel des ersten Glieds ist, und p also angenommen wird, da8 auch
das zweyte Glied wegfallen, und also nur das dritte und vierte Glied unserer
Formel, nemlich cxz -+ da® mit ppxa verglichen werden muB, da dann die
Gleichung durch zz dividirt einen neuen Werth vor x angiebt, welcher seyn wird
= PP—C,

d

Bey der zweyten Methode giebt man der Wurzel drey Glieder und
setzt dieselbe f 4 px + qrx, wann nemlich ¢ = ff, und bestimmt p und ¢
dergestallt, daB die drey ersten Glieder beyderseits verschwinden, welches
also geschiehet: Da

ff+bx -+ cxw + dad = ff + 2fpx + 2fqux + ppra + 2pga® + qqa’,

so muB seyn b— 2fp also P=2£f’ und ¢ =2fq + pp also q=°—Tfp’3; und

die tbrige Gleichung du®=2pqs® -+ qqa* 1aBt sich theilen, und wird daraus

Hy

L d-—2pq_
qq
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118.

Inzwischen kann es ofters geschehen, daf obgleich a = ff dennoch diese
Methode keinen neuen Werth fiir x angebe, wie aus dieser Formel ff -+ d«®
zu ersehen, wo das zweyte und dritte Glied mangelt.

Dann setzt man nach der ersten die Wurzel =f+ pz, also daB seyn
soll ff 4 da* = ff+ 2fpx + ppxx, so muf seyn 0 = 2fp und p =0, dahero
bekommt man da®*= 0, und daraus x = 0, welches kein neuer Werth ist.

Setzt man aber nach der andern Methode die Wurzel = f+ px + qrz,
also daBl seyn soll

ff + da® = ff + 2fpz + 2fqux + ppaw + 2pga’+ gqa*

so muf seyn 0=2fp und p =0, ferner 0 = 2fg + pp, und also ¢ =20, da-
hero man bekommt d2®*— 0 und wiederum xz = 0.

119.

In solchen Fillen ist nun nichts anders zu thun, als daB man sehe ob
man nicht einen solchen Werth fir » errathen konne, wo die Formel ein
Quadrat wird, da man dann aus derselben nach der vorigen Methode neue
Werthe fir z finden kann; welches auch angeht wann gleich das erste Glied
kein Quadrat ist.

Um dieses zu zeigen so soll diese Formel 3 -+ 2* ein Quadrat seyn, da
nun solches geschiehet wann z =1, so setze man z=1-+y und da be-
kommt man diese 4 + 3y + 3yy + ¢°, in welcher das erste Glied ein Quadrat
ist. Man setze also nach der ersten Methode die Wurzel davon 2+ py, so
wird 4 -+ 3y + 3yy -+ v*= 4 + 4py + ppyy; wo um das zweyte Glied wegzu-
schaffen seyn muB 3 = 4p, und also p=3 alsdann wird 3 4y =pp und

47

fur x ist.

Setzt man weiter nach der zweyten Methode die Wurzel =2+ py +qyy,
so wird 4+ 3y+ 8yy+y’=4+ 4py + 4gyy+ppyy+2pgy*+4qqy’, Wo um das
zweyte Glied wegzuschaffen seyn mub 3 = 4p, oder p = -"}, und um das dritte

wegzuschaffen 3 = 4¢ + pp, also ¢ = 3—rr 3. oo haben wir 1=2pg+ 99y,

4 a4’
1—2pgq . __ 1878
T folglich © = 57

28 .
s> Welches ein neuer Werth

352
oder y==_—_-

und daraus y = 1521’
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120.

Nun wollen wir auch zeigen, wann man schon einen solchen Werth ge-
funden hat, wie man daraus weiter einen andern neuen finden soll? Dieses
wollen wir auf eine allgemeine Art vorstellen, und auf diese Formel an-
wenden @ + bx 4 cxx 4+ dz’, von welcher schon bekannt sey, daB sie ein
Quadrat werde wann z=f, und daB alsdann sey a -+ bf 4 cff 4 df*=gg.
Hierauf setze man = f+ ¥y, so erhilt man diese neue Formel:

a
+of +by
~+ cff + 2¢fy + cyy
+ df* + 3dffy + 3dfyy + dy’

99+ 0+ 2¢f + 3dff)y + (c + 3df)yy + dy°

in welcher Formel das erste Glied ein Quadrat ist, also da8 die beyden
obigen Methoden angewandt werden konnen; wodurch neue Werthe fir y
und also auch fiir 2 erhalten werden; nemlich = f+ 4.

121.

Bisweilen hilfft es aber auch nichts, wann man gleich einen Werth fur z
errathen hat; wie in dieser Formel geschieht 1 - 2%, welche ein Quadrat
wird, wann man setzt £ =2. Dann setzt man diesem zu folge z =2 -y,
so kommt diese Formel heraus 9 4 12y - 6yy + ¢°, welche nun ein Quadrat
seyn soll. Es sey davon nach der ersten Regel die Wurzel =3 + py, so
wird 9 + 12y + 6yy + ¥*=9 4 6py + ppyy; wo seyn mub 12=6p und p=2;
alsdann wird 6 4 y = pp =4, und also y = —2; folglich x =0, aus welchem
Werth nichts weiter gefunden werden kann.

Nehmen wir aber nach der zweyten Methode die Wurzel = 3 4 py + qyy,
so wird 9+12y+6yy+y'=9-46py+69yy +ppyy+2pgy*+ g9y’ wo seyn
mufl erstlich 12=6p und p=2; ferner 6 =6¢-+pp==6q¢+4 und also q=-;;~;
hieraus erhalt man 1=2pq+qqy=§—+%y; dahero y=—3, folglich z=—1,
und 1+ 2°=0; aus welchem nichts weiter geschlofen werden kann; dann
wollte man setzen x = —1 4 2, so kime diese Formel 32 — 32z + 2%, wo das
erste Glied gar wegfallt und also weder die eine noch die andere Methode
gebraucht werden kann.
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Hieraus wird schon sehr wahrscheinlich, da8 diese Formel 1 + 2® kein
Quadrat werden konne aufier diesen drey Fillen:

L) z=2, IL) =0, ) z=—1,

welches aber auch aus andern Grinden bewiesen werden kann.

122

Zur Uebung wollen wir noch diese Formel betrachten 14 34°, welche
in diesen Fallen ein Quadrat wird

1) =0, IL) 2 =1, L) =2,

und wir wollen sehen, ob wir noch andere solche Werthe finden konnen ?

Da nun bekandt dal z =1 ein Werth ist, so setze man x =1 4 y; und
da bekommt man 1 4 32°=4 + 9y + 9yy + 3%°, davon sey die Wurzel 2 + py

also daB seyn soll 4+ 9y + 9yy + 3y*=4 + 4py + ppyy, wo seyn muf
81

9=4p und also p= %; die tbrigen Glieder geben aber 9 4 3y —pp — 5

— 2 folglich w— 5, da dann 1+ 32° ein Quadrat wird, davon

. . 61 61 . 5
die Wurzel ist —¢; oder auch - ;; wollte man nun weiter setzen & =—.+2,

und y =

so wirde man daraus wieder andere neue Werthe finden konnen.

Wollte man aber fiir die obige Formel nach der zweyten Methode die
Wurzel setzen 2 4 py + qyy also daB seyn soll

4+ 9y + 9yy + 3y =4 + 4py + 4qyy + ppyy + 209¥° + 999",
so mufite erstlich seyn 9 =4p, also p= —49—; hernach 9=49 4 pp =449 + —i%,
und also ¢ = 2%; aus den noch ibrigen Glieder wird 3=2pq+ qqy = ?g—g— + qqy,
oder 567 4 128qqy = 384, oder 128¢9qy = — 183, das ist 126 gy = —183,

oder 42. %Zy = — 61, dahero y = — i—:;%, folglich x = — 3?3, aus welchem

1323
nach der obigen Anweisung wiederum andere neue gefunden werden koénnen.

123.

Hier haben wir aus dem bekandten Fall z =1 zwey neue Werthe
heraus gebracht, aus welchen wann man sich die Mihe geben wollte,
wiederum andere neue gefunden werden konnten, wodurch man aber auf
sehr weitlauffige Briiche gerathen wiirde.

Lzoxmarpr Evrerrt Opera omnia I1 Algebra 50
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Dahero hat man Ursache sich zu verwundern, daB aus diesem Fall
2 =1 nicht auch der andere =2, der ebenfalls leicht in die Augen fallt,
heraus gebracht worden; welches ohnezweifel ein Zeichen ist von der Un-
vollkommenheit der bisher erfundenen Methode.

Man kann gleichergestalt aus dem Fall x = 2 andere neue Werthe heraus
bringen, man setze zu diesem Ende z = 2 -4 y, also daf diese Formel ein
Quadrat seyn soll 25 - 36y + 18yy + 3y°; hievon sey die Wurzel nach der
ersten Methode 5 - py, so wird 25 - 36y -+ 18yy + 3y* = 25 + 10py + ppyy,

und also 36 = 10p oder p = —1;; daraus wird aus den tbrigen Gliedern, durch

yy dividirt, 184 3y = pp = %45, und daher y = — 2 und z= -2%, daraus

57
wird 1 32° ein Quadrat davon die Wurzel ist 5 4 py = —-g—;, oder 4 %

Will man ferner nach der andern Methode die Wurzel setzen 5+ py + qyy,
so wird 25 - 36y 4 18yy + 8y*= 25 4 10py 4 10qyy + ppyy + 2p9y*+ 99v";
wo um die zweyten und dritten Glieder wegzuschaffen seyn muf 36 = 10p,

oder p=7; hemach 18 =10g + pp, und 10¢ =18 — ' =737, und

; 25 25
q= %, die tbrigen Glieder, durch y* getheilt, geben 3 = 2pgq - qqy, oder

393, 3275 629
99y =3 — 2pg = — 5 als0 y=— oo und 2=— ;50

124.

Eben so schwer und mihsam wird diese Rechnung auch in solchen
Fallen, wo aus einem andern Grund es gantz leicht ist so gar eine all-
gemeine Auflosung zu geben, wie bey dieser Formel geschieht 1 — x — xx + «°,
wo auf eine allgemeine Art genommen werden kann x==mnn—1, und da »
eine jegliche beliebige Zahl bedeutet.

Dann wann #=2, so wird =3, und unsere Formel =1 —3—9 - 27=16.
Nimmt man » = 3, so wird £ = 8 und unsere Formel —=1-—-8-—64-512=441.

Es ereignet sich aber hier ein gantz besonderer Umstand, welchem wir
diese leichte Auflosung zu dancken haben, und welcher so gleich in die
Augen fallen wird, wann wir unsere Formel in Factores auflosen. Es ist
aber leicht zu sehen, daB sich dieselbe durch 1 — x theilen laBe und der
Quotient seyn werde 1—xx, welcher weiter aus diesen Factoren besteht
(14 2)(1 — x); also daB unsere Formel diese Gestalt erhalt:

l—z—arx4+2=1—x)1+2)1—2)=>1—2) 1+ ).

Da nun dieselbe ein Quadrat seyn soll, und ein Quadrat durch ein Quadrat
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dividirt wieder ein Quadrat wird, so mufi auch 1+ x ein Quadrat seyn; und
umgekehrt wann 1+« ein Quadrat ist so wird auch (1 —=2)*(1 + ) ein
Quadrat, man darf also nur setzen 1+ & =nn, so bekommt man so gleich
r=mnn—1.

Hatte man diesen Umstand nicht bemerckt, so wiirde es schwer gefallen
seyn, nach den obigen Methoden nur ein halb Dutzend Werthe fir » aus-
findig zu machen.

125.

Bey einer jeden gegebenen Formel ist es demnach sebr gut dieselbe in
Factores aufzulosen, wann es nemlich moglich ist.

Wie dieses anzustellen sey, ist schon oben angezeigt worden; man setzt
nemlich die gegebene Formel = 0, und sucht von dieser Gleichung die Wurzel,
da dann eine jede Wurzel z. E. x = f, einen Factor f— « dargiebt, welche
Untersuchung um so viel leichter anzustellen ist, da hier nur rationale Wur-
zeln gesucht werden, welche alle Theiler sind der bloBen Zahl.

126.
Dieser Umstand trifft auch ein bey unserer allgemeinen Formel
a-4-bx+ cxx + da’,
wann die zwey ersten Glieder wegfallen, also daB cuzx + d2® ein Quadrat
seyn soll; dann alsdann muf auch nothwendig diese Formel durch das Qua-
drat zz dividirt, nemlich ¢ + dz ein Quadrat seyn, da man dann nur setzen
darf ¢ 4+ do=nn, um zu bekommen z=""F, welche auf einmahl unend-
lich viele, und so gar alle mdgliche Auflosungen in sich enthilt.

127.

Wann man bey dem Gebrauch der obigen ersten Methode den Buch-
staben p nicht bestimmen wolte um das zweyte Glied wegzuschaffen, so
wirde man auf eine andere irrationale Formel fallen, welche rational ge-
macht werden soll.

Es sey demnach die vorgegebene Formel ff -+ bz + cxx + dz’, und man
setze die Wurzel davon = f+ pz, so wird

ff+ bx + cea + da*= ff + 2fpx + ppaw,

50*
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wo sich das erste Glied aufhebt, die tubrigen aber durch x dividirt geben
b+ cx+ dow=2fp + ppx, welches eine quadratische Gleichung ist, daraus x
gefunden wird wie folget

. pp—c+V(p*—2¢pp + 8dfp + cc— 4bd)
— & .

Anjetzo kommt es also darauf an, daB man solche Werthe fiir p ausfindig
mache, wodurch diese Formel p*— 2¢pp -+ 8dfp 4+ cc—4bd ein Quadrat
werde. Da nun hier die vierte Potestit der gesuchten Zahl p vorkommt,
so gehort dieser Fall in das folgende Capitel.

CAPITEL 9

VON DER ART DIESE IRRATIONAL-FORMEL V(a + bz + cow + da®+ ex?)
RATIONAL ZU MACHEN

128.

Wir kommen nun zu solchen Formeln wo die unbestimmte Zahl x zur
vierten Potestit ansteigt, womit wir zu gleich unsere Untersuchung tber die
Quadrat-Wurzel-Zeichen endigen mifen, indem man es bisher noch nicht so
weit gebracht, daB man Formeln wo hohere Potestiten von x vorkommen zu
Quadrate machen konnte.

Bey dieser Formel kommen aber drey Fille in Betrachtung; davon der
erste ist, wann das erste Glied a ein Quadrat; der andere, wann das letzte
ex* ein Quadrat ist; der dritte Fall wann das erste und letzte Glied zugleich
Quadrate sind, welche drey Falle wir hier besonders abhandeln wollen.

129.
1) Auflésung der Formel

V(ff + b + cow + da®+ ex?).

Da hier das erste Glied ein Quadrat ist so konnte man auch nach der
ersten Methode die Wurzel = /4 px setzen, und p so bestimmen, daB die
beyden erste Glieder wegfielen, und die ibrigen sich durch z« theilen lieBen;
allein alsdann wiirde in der Gleichung doch noch zz vorkommen, und also
die Bestimmung des « ein neues Wurzel-Zeichen erfordern. Man muf also



