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Man setze z. E. m =3 und =1, so wird z = — —Z» und unsere Formel
Txx 4+ 152 4+ 13 = —2; = (%)2 Es sey ferner m =1 und #» =1, so wird ~———163.
Nimmt man m=3 und »=—1, so wird 9c=1§E und unsere Formel

120409 347\2
Tzw 4 152 + 13 = 220 = (3),

62.

Bisweilen aber ist alle Mihe umsonst einen Fall zu errathen, in welchem
die vorgegebene Formel ein Quadrat wird, wie z. E. bey dieser geschiehet
3xx + 2, oder wann man fir x schreibt %, dieser 3¢t - 2uu, welche man mag
auch fiir ¢ und » Zahlen annehmen die man will, niemahls ein Quadrat wird.
Dergleichen Formeln, welche auf keinerley Weise zu einem Quadrat gemacht
werden konnen, giebt es unendlich viel, und deswegen wird es der Miihe
werth seyn einige Kennzeichen anzugeben, woraus die Unmdglichkeit erkennt
werden kann, damit man oOfters der Miithe tiberhoben seyn moge, durch Rathen
solche Falle zu finden wo ein Quadrat herauskommt, wozu das folgende Capitel
bestimmt ist.

CAPITEL 5

VON DEN FALLEN DA DIE FORMEL a + bz + czz NIEMAHLS EIN
QUADRAT WERDEN KANN

63.

Da unsere allgemeine Formel aus drey Gliedern besteht, so ist zu be-
mercken, daf dieselbe immer in eine andere verwandelt werden kann, in
welcher das mittlere Glied mangelt. Dieses geschiehet wann man setzt

&L o= y—b dadurch bekommt unsere Formel diese Gestalt

2¢ ?
dac—bb+yy
4c :

by—>bb yy —2by b
@ ~+ 2¢ + 4c ?

oder

Soll diese ein Quadrat werden, so setze man dasselbe = —‘%, so wird
4ac —bb 4 yy = czz folglich yy = czz+ bb — 4ac.

Wann also unsere Formel ein Quadrat seyn soll, so wird auch diese

czz + bb — 4ac
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ein Quadrat und umgekehrt, wann diese ein Quadrat wird, so wird auch die
obige ein Quadrat; folglich wann man fir bb — 4ac schreibt ¢, so kommt es
darauf an ob eine solche Formel czz - ¢ ein Quadrat werden konne oder nicht?
und da diese Formel nur aus zwey Gliedern besteht, so ist es ohnstreitig weit
leichter die Moglichkeit oder Unmoglichkeit derselben zu beurtheilen, welches
aus der Beschaffenheit der beyden gegebenen Zahlen ¢ und # geschehen muB.

64.

Wann ¢{=0 ist, so ist offenbar, daB die Formel c¢zz nur alsdann ein
Quadrat werde, wann die Zahl ¢ ein Quadrat ist. Dann da ein Quadrat durch
ein ander Quadrat dividirt, wieder ein Quadrat wird, so kann c¢zz kein Quadrat
seyn, wofern nicht 3;;, das ist ¢, ein Quadrat ist. Also wann die Zahl ¢ kein
Quadrat ist, so kann auch die Formel czz auf keinerlei Weise ein Quadrat
werden. Ist aber ¢ vor sich eine Quadrat-Zahl, so ist auch czz ein Quadrat,

man mag fir # annehmen was man will.

65.

Um andere Fille beurtheilen zu konnen, so miilen wir dasjenige zu Hulfe
nehmen, was oben von den verschiedenen Arten der Zahlen in Ansehung eines
jeglichen Theilers angefithrt worden.

Also in Ansehung des Theilers 3 sind die Zahlen von dreyerley Art: die
erste begreift diejenigen Zahlen, welche sich durch 3 theilen lafen und durch
diese Formel 3% vorgestellt werden.

Zu der andern Art gehoren diejenigen, welche durch 3 dividirt 1 tbrig
laflen, und in dieser Formel 3#» -1 enthalten sind.

Die dritte Art aber begreift die Zahlen in sich, welche durch 3 dividirt
2 ubrig laBen, und durch diese Formel 3» 4 2 vorgestellt werden.

Da nun alle Zahlen in einer von diesen 3 Formeln enthalten sind, so
wollen wir die Quadraten davon betrachten.

Ist die Zahl in der Formel 3 enthalten, so ist ihr Quadrat 9n#n, welches
sich also nicht nur durch 3 sondern so gar durch 9 theilen laBt.

Ist die Zahl in der Formel 3% + 1 enthalten, so ist ihr Quadrat

9nn + 602 + 1,

welches durch 3 dividirt giebt 3nn 4 2% und 1 zum Rest 148t, und also auch
zur zweyten Art 3n 4 1 gehoret.
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Ist endlich die Zahl in dieser Formel 3n 4 2 enthalten, so ist ihr Quadrat
Inn + 12n -+ 4,

welches durch 3 dividirt, gibt 3wn 4+ 4n -+ 1, und 1 im Rest laBt, und
also auch zu der zweyten Art 3m -+ 1 gehoret: daher ist klar, daB
alle Quadrat-Zahlen in Ansehung des Theilers 3 nur von zweyerley Arten
sind. Dann entweder laBen sich dieselben durch 3 theilen, und alsdann mifien
sie sich auch nothwendig durch 9 theilen laflen; oder wann sie sich nicht
durch 3 theilen laBen, so bleibt allezeit nur 1 im Rest, niemals aber 2. Dahero
keine Zahl, die in der Form 3% 4 2 enthalten ist, ein Quadrat seyn kann.

66.

Hieraus konnen wir nun leicht zeigen, dafl die Formel 3zx 4 2 niemals
ein Quadrat werden kann, man mag fiir # eine gantze Zahl oder einen Bruch
setzen. Dann wann z eine ganze Zahl ist und man theilt diese Formel 3zx + 2
durch 3 so bleiben 2 ibrig, daher diese Formel kein Quadrat seyn kann.
Wann aber z ein Bruch ist, so setze man z— %, von welchem Bruch wir
annehmen koénnen, daf derselbe schon in seine kleinste Form gebracht worden,
und also ¢ und # keinen gemeinen Theiler haben aufler 1. Sollte nun
% + 2 ein Quadrat seyn, so miite dieselbe auch mit wu multiplicirt, das
ist diese 3{¢f -+ 2uu ein Quadrat seyn, dieses aber kann ebenfalls nicht ge-
schehen. Dann entweder laBt sich die Zahl # durch 3 theilen oder nicht:
1aBt sie sich theilen, so liaft sich ¢ nicht theilen weil sonsten ¢ und # einen
gemeinen Theiler hatten.

Man setze dahero u=‘3f, so wird unsere Formel 3¢¢ - 18ff, welche
durch 3 getheilt giebt {f 4 6ff, so sich nicht weiter durch 3 theilen 148t, wie
zu einem Quadrat erfordert wird, weil sich zwar 6ff theilen 1a8t, ¢¢ aber
durch 3 dividirt 1 ubrig laBt.

LaBt sich aber « nicht durch 3 theilen, so sehe man was tbrig bleibt.
Weil sich das erste Glied durch 3 theilen 1a8t, so kommt es mit dem Rest
blos auf das zweyte Glied 2uw an. Nun aber wu durch 8 dividirt 1 im Rest
hat, oder eine Zahl ist von dieser Art 3% -+ 1, so wird 2uw eine Zahl von
dieser Art 67 4 2 seyn, und also durch 3 dividirt 2 ibrig lassen: dahero
unsere Formel 3¢¢{ 4 2uu durch 3 dividirt, 2 ubrig 1a8t, und also gewiBl keine

Quadrat-Zahl seyn kann.
46*
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67.

Eben so kann man beweisen, daf auch diese Formel 3{¢{ 4 Suwu niemals
ein Quadrat seyn kann, und so gar auch keine von diesen: 3¢¢ + Suw,
3tt + 11uu, 3tt + 14uu etc. wo die Zahlen 5, 8, 11, 14 etc. durch 3 dividirt
2 ibrig lassen. Dann wire « durch 3 theilbar, folglich ¢ nicht, und man
setzte u = 3s, so wiirde die Formel durch 3 nicht aber durch 9 theilbar seyn.
Wire » nicht durch 3 theilbar und also #u eine Zahl von dieser Art 8n - 1,
so wiare zwar das erste Glied 3¢¢ durch 3 theilbar, das andere aber 5## von
dieser Form 15# -+ 5, oder S8uu von dieser Form 24# -8, oder 11u# von
dieser 33n -+ 11 etc. wiirde durch 3 dividirt 2 tbrig lafen und also kein
Quadrat seyn konnen.

68.

Dieses gilt also auch von dieser allgemeinen Formel 3¢ + (3% 4 2)uw,
welche nimmermehr ein Quadrat werden kann, und auch nicht wann fir »
negative Zahlen gesetzt wiirden. Also wann »=-—1, so ist es unmoglich,
diese Formel 3¢ — uww# zu einem Quadrat zu machen. Dann wann # durch 3
theilbar ist, so ist die Sache offenbar, wire aber « nicht theilbar durch 3,
so wirde wu eine Zahl von dieser Art 3% -+ 1, und also unsere Formel
seyn 3tf — 3n — 1, welche durch 3 dividirt tbrig 148t — 1, oder um 3 mehr,
+ 2 ubrig lafit. Man setze tberhaupt n—=—m so wird unsere Formel
3tt — (3m — 2)uu, welche auch nimmermehr ein Quadrat werden kann.

69.

Hierzu hat uns nun die Betrachtung des Theilers 3 gefiihret; wir wollen
dahero auch 4 als einen Theiler betrachten, da dann alle Zahlen in einer
von diesen vier Formeln:

L 4n, 1L 4n+1, IIL dn+2, IV. 4043,

enthalten sind. Von den Zahlen der ersten Art ist das Quadrat 16#» und
1aBt sich also durch 16 theilen. Ists eine Zahl von der zweyten Art 4z 41,
so ist ihr Quadrat 16nn - 8n 4 1, welches durch 8 dividirt 1 tbrig li8t und
gehort also zu dieser Formel 8n - 1. Ists eine Zahl von der dritten Art
4n + 2 so ist ihr Quadrat 16nn + 16% 4 4, welche durch 16 dividirt 4 tbrig
1laBt, und also in dieser Form 16% 4- 4 enthalten ist. Ists endlich eine Zahl
von der vierten Art 4» -+ 3, so ist ihr Quadrat 16nn - 24n 4 9, welches
durch 8 dividirt 1 tbrig lat.
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70.

Hieraus lernen wir folgendes, erstlich daf alle gerade Quadrat-Zahlen in
dieser Form 16» oder in dieser 16x -+ 4 enthalten sind; folglich alle ibrige
gerade Formeln, nemlich 16% 4 2; 16n 4 6; 16n 4 8; 16n + 10; 16% -+ 12;
167 + 14 konnen niemals Quadrat-Zahlen seyn.

Hernach von den ungeraden Quadraten ersehen wir, daf alle in dieser
einzigen Formel 8» - 1 enthalten sind, oder durch 8 dividirt 1 im Rest
laBen. Dahero alle iibrige ungerade Zahlen welche in einer von dieser Formel
8n -+ 3; 8% + 5; 8n -+ 7 enthalten sind, konnen niemals Quadrate werden.

71.

Aus diesem Grund kénnen wir auch wiederum zeigen, daB diese Formel
3tt + 2uu kein Quadrat seyn kann. Dann entweder sind beyde Zahlen ¢ und »
ungerade, oder die eine ist gerad und die andere ist ungerad, weil beyde
zugleich nicht gerad seyn konnen, indem sonst 2 ihr gemeiner Theiler seyn
wiirde. Waren beyde ungerad, und folglich so wohl #¢ als ww in dieser Form
8n -+ 1 enthalten, so wtirde das erste Glied 3¢¢ durch 8 dividirt 3 tbrig lafen,
das andere Glied aber 2 tibrig laBen, beyde zusammen aber wiirden 5 tbrig
laBen, und also kein Quadrat seyn. Wéare aber ¢ eine gerade Zahl und u
ungerade, so wiirde sich das erste Glied 3¢¢ durch 4 theilen laBien, das andere
aber 2uu wirde durch 4 dividirt 2 ibrig laBen, also beyde zusammen wiirden
2 tbrig laBen und also kein Quadrat seyn. Wire aber endlich » gerad nem-
lich w =2s, aber ¢ ungerad und folglich ¢/ = 8» -4 1, so wiirde unsere Formel
seyn 24n -4 3 4 8ss, welche durch 8 dividirt 3 wbrig laBt, und also kein
Quadrat seyn kann.

Eben dieser Beweis laBit sich auch auf diese Formel ausdehnen

3tt + (8n 42) wu; imgleichen auch auf diese (8m + 3)t¢ 4 2uw,

und auch so gar auf diese (8m -+ 8)#¢t+ (8n 4 2)uu, wo fir m und » alle
gantze Zahlen so wohl positive als negative genommen werden konnen.

72.

Wir gehen solcher Gestalt weiter zum Theiler 5, in Ansehung dessen
alle Zahlen in einer von diesen fiinf Formeln:

L bn, Il 5n+1, I 5242, IV.5x+3, V.bn-44
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enthalten sind. Ist nun eine Zahl von der ersten Art, so ist ihr Quadrat
25nn, welches nicht nur durch 5 sondern auch durch 25 theilbahr ist.

Ist eine Zahl von der zweyten Art, so ist ihr Quadrat 25nn - 10% 4 1,
welches durch 5 dividirt 1 tbrig 148t und also in dieser Formel 5% 4 1 ent-
halten ist.

Ist eine Zahl von der dritten Art, so ist ihr Quadrat 25xn# 4 20% - 4,
welches durch 5 dividirt 4 tbrig laBt.

Ist eine Zahl von der vierten Art, so ist ihr Quadrat 25n#n 4 30n -+ 9,
welches durch 5 dividirt 4 ubrig lagt.

Ist endlich eine Zahl von der funften Art, so ist ihr Quadrat 25%% 4 40% - 16,
welches durch 5 dividirt 1 ibrig 1a8t. Wann dahero eine Quadrat-Zahl sich
nicht durch 5 theilen la8t, so ist der Rest immer entweder 1 oder 4, niemals
aber 2 oder 3; dahero in diesen Formeln 5» 4 2 und 5% 43 kein Quadrat
enthalten seyn kann.

13.

Aus diesem Grund konnen wir auch beweisen, daB weder die Formel
H5tt + 2un noch diese H5¢f 4+ 3uu ein Quadrat werden koémne. Dann entweder
ist # durch 5 theilbar oder nicht: im erstern Fall wiirden sich diese Formeln
durch 5, nicht aber durch 25 theilen laBen, und also auch keine Quadrate
seyn konnen. Ist aber # nicht theilbar durch 5, so ist wu entweder 5n + 1
oder bn + 4, im erstern Fall wird die erste Formel 5¢¢ + 10% 4 2, welche
durch 5 getheilt 2 tbrig 1aBt; die andere aber wird 5¢¢ 4 15» + 3, welche
durch 5 getheilt 8 ibrig laBit, und also keine ein Quadrat seyn kann. Ist
aber uu = bn + 4, so wird die erste Formel 5¢¢ 4 10% 4+ 8, welche durch 5
dividirt 3 ubrig laBt; die andere aber wird 5¢¢ 4 15n 4 12, welche durch 5
dividirt 2 tbrig la8t, und also auch in diesem Fall kein Quadrat werden
kann.

Aus eben diesem Grund siehet man auch, daf weder diese Formel
5t¢ 4 (5n 4+ 2)uw noch diese 5¢¢ + (5n + 3)uw ein Quadrat sein kann, weil
eben dieselben Reste als vorher tiberbleiben, man kann auch so gar im ersten
Glied bmtt anstatt H¢¢ schreiben, wann nur m nicht durch 5 theilbar ist.

4.

Wie alle gerade Quadraten in dieser Form 4#, alle ungerade aber in
dieser Form 4# -1 enthalten sind, und also weder 4% 4 2, noch 4 + 3
ein Quadrat seyn kann, so folgt daraus, daB diese allgemeine Formel
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(4m + 3)tt + (4n + 3)uwu niemals ein Quadrat seyn kann. Dann wire ¢ gerad
so wirde sich ¢ durch 4 theilen laflen, das andere Glied aber wiirde durch
4 dividirt 3 tbrig lassen; wiren aber beyde Zahlen ¢ und w ungerad, so
wiirden die Reste von ¢/ und wu 1 seyn, also von der gantzen Formel wiirde
der Rest seyn 2. Nun aber ist keine Zahl welche durch 4 dividirt 2 tbrig
1a8t, ein Quadrat; hier ist auch zu mercken, daB so wohl m als » negativ,
und auch =0 genommen werden kann, dahero weder diese Formel 3¢f -+ 3uu
noch diese 3f{f —wu ein Quadrat seyn kann.

5.

Wie wir von den bisherigen Theilern gefunden haben, da einige Arten
der Zahlen niemals Quadrate seyn koénnen, so gilt dieses auch bey allen
andern Theilern, daf sich immer einige Arten finden die keine Quadrate seyn
konnen.

Es sey der Theiler 7, so sind alle Zahlen in einer der folgenden sieben
Arten enthalten, von welchen wir auch die Quadraten untersuchen wollen.

Arten der Zahlen } ihre Quadraten gehoren zu der Art
L Tn | 49nn n
IL Tn+1 | 4920+ 14n + 1 T+ 1
. Tn+2 } 49nn + 28n 4 4 n+ 4
IV. Tn+3 | 49nn+420+ 9 Tn 42
V. Tn+4 ' 49nn + 56n + 16 Tn+2
VI Tn+45 ! 49nn + T0n + 25 Tn 4+ 4
VIL Tn+6 | 49nn + 84n + 36 Tn + 1

Da nun die Quadraten, die sich nicht durch 7 theilen lassen, in einer
von diesen drey Arten enthalten seyn miissen Tn 41, "o +2, Tn+4, so
werden die drey andern Arten von der Natur der Quadrate gintzlich aus-
geschloBen. Diese Arten sind nun Tn 43, v +5, "n+ 6, und der Grund
davon ist offenbahr, weil sich immer zwey Arten finden davon die Quadraten
zu einer Gattung gehoren.

76.

Um dieses deutlicher zu zeigen, so bemercke man daB die letzte Axt
Tn + 6 auch also 7w — 1 ausgedriickt werden kann; eben so ist auch die
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Formel 7# 45 mit dieser T — 2 einerley, und Tn 4+ 4 ist ebenso viel als
"% —3. Nun aber ist offenbar, daf von diesen zwey Arten der Zahlen
Tn+1 und T» —1 die Quadrate durch 7 dividirt einerley tbrig lassen nem-
lich 1; eben so sind auch die Quadraten dieser beyden Arten 7w -4 2 und
Tn —2 von einerley Gattung.

1.

Ueberhaupt also, wie auch immer der Theiler beschaffen seyn mag,
welchen wir mit dem Buchstaben d andeuten wollen, sind die daher ent-
stehenden verschiedene Arten der Zahlen folgende

adn, dn+1, dn+2, dn+3 etc dn—1, dn—2, dn —3 etc.

wo die Quadrate von dn + 1 und dn —1 dieses gemein haben, dall sie durch
d dividirt 1 tbrig laBen, und also beyde zu einer Art nemlich zu dn +1
gehoren. Eben so verhalt es sich auch mit den beyden Arten d» 4 2 und
dn — 2, deren Quadrate zu der Art dn 4 4 gehoren.

Und also tberhaupt gilt es auch von diesen zwey Arten d# + a und
dn —a, deren Quadrate durch d dividirt einerley tibrig lassen nemlich aq;
oder so viel als ubrig bleibt, wann man aa durch d theilt.

8.

Auf diese Weise erhdlt man also eine unendliche Menge solcher Formeln
att + buw welche auf keinerley Weise Quadrate werden konnen. Also aus
dem Theiler 7 erkennt man leicht, da8 keine von diesen drey Formeln

Ttt + 3uwn, Tt -+ Suw und Ttt 4 6uu

jemals ein Quadrat werden kann, weil wu durch 7 dividirt entweder 1 oder 2
oder 4 ubrig laBt; ferner weil bey der ersten entweder 3 oder 6 oder 5, bey
der zweyten entweder 5 oder 3 oder 6, bey der dritten entweder 6 oder 5
oder 3 tubrig blieb, welches bey keinem Quadrat geschehen kann. Wann nun
dergleichen Formeln vorkommen, so ist alle Miithe vergebens, die man sich
geben wollte, um irgend einen Fall zu errathen, wo ein Quadrat heraus-
kommen mochte, und deswegen ist diese Betrachtung von groBer Wichtigkeit.

Ist aber eine vorgegebene Formel nicht von dieser Beschaffenheit, und
man kann einen einigen Fall errathen, wo dieselbe ein Quadrat wird, so ist
in dem vorigen Capitel schon gezeigt worden, wie daraus unendlich viel
andere Fille gefunden werden sollen.
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Die vorgegebene Formel war eigentlich azx -+ b, und weil gemeiniglich
fur « Briche gefunden werden, so haben wir gesetzt = %, also daB diese
Formel att 4+ buu zu einem Quadrat gemacht werden soll.

Es giebt aber auch ofters unendlich viel Falle wo so gar 2 in gantzen
Zahlen gegeben werden kann, wie nun dieselben ausfindig zu machen, soll in
dem folgenden Capitel gezeigt werden.

CAPITEL 6

VON DEN FALLEN IN GANZEN ZAHLEN DA DIE FORMEL axz 4 b EIN
QUADRAT WIRD

79.

Wir haben schon oben gewiesen wie solche Formeln a + bz + cxx ver-
wandelt werden sollen, daB das mittlere Glied wegfalle, und dahero begniigen
wir uns die gegenwirtige Abhandlung nur auf diese Form axxz + b einzu-
schrancken, wobey es darauf ankommt, daB fir x nur gantze Zahlen gefunden
werden sollen aus welchen die Formel ein Quadrat wird. Vor allen Dingen
aber ist nothig, daB eine solche Formel an sich mdglich sey, dann wire sie
unmoglich so konnten nicht einmahl Briche fiur z, geschweige denn gantze
Zahlen, statt finden.

80.

Man setze also diese Formel axx + b =yy, da dann beyde Buchstaben
2 und y gantze Zahlen seyn sollen, weil ¢ und b dergleichen sind.

Zu diesem Ende ist unumginglich néthig, da man schon einen Fall in
gantzen Zahlen wile oder errathen habe, dann sonsten wiirde alle Mihe iiber-
fluig seyn mehr dergleichen Falle zu suchen, weil vielleicht die Formel selbst
unmoglich seyn mochte.

Wir wollen demnach annehmen daf diese Formel ein Quadrat werde
wann man setzt x = f, und wollen das Quadrat durch gg andeuten, also daB
aff +b=gg9 wo demnach f und g bekante Zahlen sind. Es kommt also nur
darauf an, wie aus diesem Fall noch andere Falle hergeleitet werden konnen;
und diese Untersuchung ist um so viel wichtiger, je mehr Schwierigkeiten
dieselbe unterworfen ist, welche wir aber durch folgende Kunstgriffe tber-
winden werden.

Leoxnaepr Evrerr Opera omnia T1 Algebra 47



