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seyn werden =14 V5 und die zwey letztern 2 =2+ ¥8 also daB die vier
gesuchten Wurzeln seyn werden:

L) s=14+V5, I)s=1—V5, L) a=2+4+V8, IV.) x=2—V8.
Woraus die vier Factoren unserer Gleichung seyn werden
(x—1—V5)(z—1+V5)(x—2—V8)(x—2+V8),

welche wiircklich mit einander multiplicirt unsere Gleichung hervorbringen
mtilen. Dann der erste und zweyte mit einander multiplicirt geben zx —2x—4
und die beiden andern geben xx — 4x —4, welche zwey Producte wiederum
mit einander multiplicirt geben z*— 64® 4 242 4 16, welches just die vor-
gegebene Gleichung ist.

CAPITEL 14

VON DES BOMBELLI REGEL DIE AUFLOSUNG DER BIQUADRATISCHEN
GLEICHUNGEN AUF CUBISCHE ZU BRINGEN

204.

Da schon oben gezeigt worden, wie die Cubische Gleichungen durch
Hiillfe des Carbani Regel aufgeloBt werden konnen, so kommt die Haupt-
Sache bey den Biquadratischen Gleichungen darauf an, da man die Auf-
1sung derselben auf Cubische Gleichungen zu bringen wile. Dann ohne
Hulfe der Cubischen Gleichungen ist nicht moglich die Biquadratische auf
eine allgemeine Art aufzulésen: dann wann man auch eine Wurzel gefunden,
so erfordern die tibrigen Wurzeln eine Cubische Gleichung. Woraus man so-
~gleich erkennet, dall auch die Gleichungen von einem hoheren Grade die
Auflssung aller niedrigen voraus setzen.

205.

Hierzu hat nun schon vor etlichen 100 Jahren ein Italiener, Nahmens
BomseLLI,') eine Regel gegeben, welche wir in diesem Capitel vortragen wollen:
Es sey demnach die allgemeine Biquadratische (leichung gegeben

2+ ax® 4 bxx 4+ cx +d =0,

1) Im Original ist dieser Name stets PomBrLLI geschrieben. H W
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wo die Buchstaben a, b, ¢, d alle nur ersinliche Zahlen bedeuten konnen;
nun stelle man sich vor, daB diese Gleichung mit der folgenden einerley sey

(wm + ;-ax —{—p)2— (qw + r)’=0,

wo es nur darauf ankommt die Buchstaben p und ¢ und r so zu bestimmen,
dal die gegebene Gleichung herauskommt. Bringt man nun diese letztere in
Ordnung, so kommt heraus

ot + ax® -+ ; aqxy + apr -+ pp
+ 2pxw-——2qrx — vy
— qqrr

Hier sind nun die zwey ersten Glieder mit unserer Gleichung schon
einerley; fir das dritte Glied muB man setzen %aa + 2p — qq =0b woraus
man hat qq = —}aa+2p—-b, fiir das vierte Glied mul man setzen ap —2¢r=rc,
woraus man hat 2¢gr=ap—c, fir das letzte Glied aber pp—rr=d, woraus
wird rr =pp —d. Aus diesen drey Gleichungen miilen nun die drey Buch-
staben p, ¢ und r bestimmt werden.

206.

Um dieses auf die leichteste Art zu verrichten, so nehme man die erste
viermal, welche seyn wird 4qq = aa + 8p — 4b, diese multiplicire man mit
der letzten rr = pp — d, so bekommt man

dqqrr =8p®+ (aa — 4b)pp — 8dp — d(na — 4b)
nun guadrire man die mittlere Gleichung
dqqrr =aapp — 2acp + cc;

wir haben also zweyerley Werthe fiir 4qgrr, welche einander gleich gesetzt
diese Gleichung geben

8p* + (aa — 4b)pp — 8dp — d(aa — 4b) = aapp — 2acp + cc;
und alle Glieder auf eine Seite gebracht, geben
8p°— 4bpp + 2ac— 8d)p — aad + 4bd — cc =0

welches eine Cubische Gleichung ist, darans in einem jeden Fall der Werth
von p nach den oben gegebenen Regeln bestimmt werden muf.

Leoxuarpr Evrert Opera omnia [1 Algebra 39
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207.

Hat man nun aus den gegebenen Zahlen a, b, ¢, d die drey Werthe des
Buchstaben p gefunden, worzu es genung ist nur einen davon entdeckt zu

haben, so erhalt man daraus so gleich die beyden andern Buchstaben ¢ und 7.
Denn aus der ersten Gleichung wird seyn ¢ =V(%aa—|—2p—b> und aus der
5'—”1’2;;—0- Wann aber diese drey Buchstaben fiir einen
jeglichen Fall gefunden worden, so konnen daraus alle vier Wurzeln der ge-
gebenen Gleichung folgender Gestalt bestimmt werden.

Da wir die gegebene Gleichung auf diese Form gebracht haben

(xx -+ ;faa; —|—p)2— (g + 1)*=0,

zweyten erhalt man r =

1

so ist (ocx + ez + p)2= (qr+-7)*; daraus die Quadrat-Wurzel gezogen wird
xw —+ -;—ax 4+ p=gqx—+r, oder auch zzx + %aw +p=—qx—r.
Die erstere giebt
Lo == (g~ %a)x—p—i—af

woraus zwey Wurzeln gefunden werden; die tibrigen zwey werden aber aus
der andern gefunden, welche also aussieht

xx=—(q+~;—a>x—-—p-—¢.

208.

Um diese Regel mit einem Exempel zu erlautern, so sey diese Gleichung

vorgegeben
2t — 102® + 3bzx — 50z + 24 = 0,

welche mit unserer allgemeinen Formel verglichen giebt a =— 10, b= 35,
¢=—>50, d=24 aus welchen fiir den Buchstaben p zu bestimmen folgende
Gleichung erwichst 8p®— 140pp + 808p — 1540 = 0; welche durch vier divi-
dirt giebt
2p° — 35pp + 202p — 385 = 0.

Die Theiler der letzten Zahl sind 1, 5, 7, 11, etc. von welchen 1 nicht angeht;
setzt man aber p=5 so kommt 250 — 875+ 1010 — 385 =0, folglich ist p=>5;
will man auch setzen p =17, so kommt 686 — 1715 4 1414 —385=0; also ist
p="1 die zweyte Wurzel. Um die dritte zu finden so dividire man die
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Gleichung durch 2 so kommt ps——% pp + 10110——?:—— 0, und da die Zahl
im zweyten Glied % die Summe aller drey Wurzeln ist, die beyden erstern
aber zusammen 12 machen so mufl die dritte seyn % Also haben wir alle

drey Wurzeln. Es wire aber genung nur eine zu wilen, weil aus einer jeden
die vier Wurzeln unserer Biquadratischen Gleichung herauskommen miBen.

209.
Um dieses zu zeigen, so sey erstlich p =05, daraus wird alsdann
g=V@5410—385 =0 und r—="2EN0_ 9.

Da nun hierdurch nichts bestimmt wird, so nehme man die dritte Gleichung
rr=pp—d=25—24=1, und also r=1: dahero unsere beyde Quadrat-
Gleichungen seyn werden:

L) 2o =52 — 4, IL) 22 =b5x —6;

die erstere giebt nun diese zwey Wurzeln z = % + V—%, also z= 5’—%?,

folglich entweder x =4, oder #=1. Die andere aber giebt x =% + V‘},

541 .
also == %; daraus wird entweder x=3, oder z=2.

Will man aber setzen p =7 so wird
g=V@5+14—385)=2 und r=""TTX__5
woraus diese zwey Quadrat-Gleichungen entstehen
L) 20 =T —12, 1IL) 20 =23z —2;

deren erstere giebt x = % + ]/7}, also z = 1’—;"—1 dahero =4 und z=3;

die andere giebt diese Wurzel z = -;’— 4+ V%;, also z = :_),%_-_1’ dahero x =2

und z =1, welches eben die vier Wurzeln sind, die schon vorher gefunden
worden.

Und eben dieselben folgen auch aus dem dritten Werth p = 1%-
Dann da wird ¢=V(25 4+ 11 —35)=1 und 7= —"2F*—__ 2 woraus die
beyden Quadratischen Gleichungen seyn werden

1) o =62 —8, II) w2 =42 —3;
39+
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aus der ersteren bekommt man z —3 4 V1, also x —4 und 2 —=2; aus der
andern aber v =2 -+ V1, also =238 und 2 =1, welche die schon gefundene
vier Wurzeln sind.

210.

Es sey ferner diese Gleichung vorgegeben z*— 162 — 12 =0, in welcher
ist a=0, b=0, ¢=—16, d =—12; dahero unsere Cubische Gleichung
seyn wird 8p®+ 96p — 256 =0, das ist p°+ 12p — 32 =0, welche Gleichung
noch einfacher wird, wann man setzt p = 2¢; da wird nemlich

88+ 24t—32=0 oder £+3t—4=0.

Die Theiler des letzten Glieds sind 1, 2, 4, aus welchen ¢t =1 eine Wurzel

ist, daraus wird p — 2 und ferner ¢ =V4 =2 und r — ¥= 4. Dahero sind

die beyden Quadrat-Gleichungen zx = 2z 4 2 und x2 = — 22 — 6, daher die
Wurzeln seyn werden # =14 V3, und 4 —= — 14V —5.

211.

Um die bisherige Auflésung noch deutlicher zu machen, so wollen wir
dieselbe bey dem folgenden Exempel gantz wiederhohlen:

Es sey demnach diese Gleichung gegeben x*—62® -+ 1220 — 12x 4+ 4 =0,
welche in dieser Formel enthalten seyn soll (xx — 32 + p)’— (9o + 7y =0,
wo im ersten Theil — 3z gesetzt worden, weil — 3 die Halfte ist der Zahl
— 6 im zweyten Glied der Gleichung. Diese Form aber entwickelt giebt

ot — 62+ 2p + 9 —qq)wwr — (6p + 2q7)x + pp —rr =0,
mit dieser Form vergleicht man nun unsere Gleichung so bekommt man:
L)2p+9—qqg=12, 1IL) 6p+42¢qr=12, L) pp—rr=4;

aus der ersten erhalten wir gg=2p—3, aus der zweyten 2¢gr =12 —6p
oder gr =6 — 3p, aus der dritten 77 = pp —4; nun multiplicire man rr
und ¢g mit einander so bekommt man qqrr=2p*—3pp —8p +12. Quadrirt
man aber den Werth von ¢qr, so kommt gqrr = 36 — 36p + 9pp; dahero er-
halten wir diese Gleichung: 2p*— 3pp —8p + 12 = 9pp — 36p + 36, oder
2p°—12pp +28p—24=0, oder durch 2 dividirt diese p*—6pp+14p—12=0,
wovon die Wurzel ist p=2; daraus wird g¢9=1, ¢=1 und ¢gr =7r=0.
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Unsere Gleichung wird also seyn: (rx — 3z + 2)’=xx, daraus die Quadrat-
Wurzel zo —3x+2=-+4; gilt das obere Zeichen, so hat man zo=4x—2,
fir das untere Zeichen aber xx = 2x — 2, woraus diese vier Wurzeln ge-
funden werden £ =24 V2 und v =14V—1.

CAPITEL 15

VON EINER NEUEN AUFLOSUNG DER BIQUADRATISCHEN
GLEICHUNGEN

212,

Wie durch die obige Regel des BomBELLI die Biquadratischen Gleichungen
durch Hilfe einer Cubischen aufgelost werden, so ist seit dem noch ein
anderer Weg gefunden worden eben dieses zu leisten, welcher von dem
vorigen ganzlich unterschieden ist und eine besondere Erklarung verdienet.

213.

Man setze nemlich, die Wurzel einer ‘Biquadratischen Gleichung habe
diese Form

o=Vp+Vq+Vr,

wo die Buchstaben p, ¢ und » die drey Wurzeln einer solchen Cubischen

Gleichung andeuten
P—frz4+gs—h=0,
also daf seyn wird

pra+r=f peg+pr+gr=y und pgr=h;

dieses voraus gesetzt so quadrire man die angenommene Form der Wurzel
a;:Vp—l—Vq—I—Vr, da kommt heraus v =p 4 g+ r + 2qu +2 Vpr + 2Vqr.
Da nun p 4 q+r=f so wird zo — f=2Vpq+ 2Vpr 4+ 2V¢r; nun nehme
man nochmals die Quadrate, so wird

2 —2 fox + ff =4dpq + 4pr + 4qr + 8Vppgr + 8Vpgqr + 8Vpgrr.
Da nun 4pq + 4pr + 4q9r = 4g so wird
o —2fzx + ff — 49 =8Vpgr-(Vp + Vg + Vr);



