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und diesen Quotienten zx — 3x 4 4 =0 setzen, also daB zx —3x —4 und
T = % + ]/(i— —_ 149) =3 + V—— —}, das ist = ?"i—}z—/:—?. Dieses sind nun die
beyden andern Wurzeln welche beyde imaginir sind.

188.

Es war aber hier ein blofes Gliick, da8 man aus den gefundenen Bi-
nomien wiircklich die Cubic-Wurzel ausziehen konnte, welches sich auch nur
in denen Fallen ereignet, wo die Gleichung eine Rational-Wurzel hat, die
dahero weit leichter nach den Regeln des vorigen Capitels hatte gefunden
werden konnen; wann aber keine Rational-Wurzel statt findet, so kann dieselbe
auch nicht anders als auf diese Art nach des Carpant Regel ausgedruckt: werden
so daB alsdann keine weitere Abktrtzung Platz findet, wie z. E. in dieser
Gleichung geschiehet 2’ =6x 44, wo f=6 und g=4. Dahero gefunden
wird z = 17(2 +2V—1) + 17(2 — 2V —1) welche sich nicht anders aus-
dricken laBt.

CAPITEL 13

VON DER AUFLOSUNG DER GLEICHUNGEN DES VIERTEN GRADES
WELCHE AUCH BIQUADRATISCHE GLEICHUNGEN GENENNT WERDEN

189,

Wann die hochste Potestiat der Zahl x zum vierten Grad hinauf steiget,
so werden solche Gleichungen vom vierten Grad auch Biquadratische genennt,
wovon also die allgemeine Form seyn wird:

4+ ax® + brx 4+ cx +d =0,
von diesen kommen nun zu allererst zu betrachten vor die so genanten

reinen Biquadratischen Gleichungen, deren Form ist #*=f woraus man so
gleich die Wurzel findet wann man beyderseits die Wurzel vom vierten Grad

auszieht, da man dann erhilt z — Vf.

190.

Da 2* das Quadrat ist von zx so wird die Rechnung nicht wenig er-
lautert, wann man erstlich nur die Quadrat-Wurzel ausziehet, da man dann
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bekommt xx =Vf; hernach zieht man nochmahls die Quadrat-Wurzel aus, 80
bekommt man z = VVF, also daB 17]“ nichts anders ist, als die Quadrat-Wurzel
aus der Quadrat-Wurzel von f.

Hatte man z. E. diese Gleichung z* = 2401 so findet man daraus erstlich
zx =49 und ferner x =T7.

191.

Solcher gestalt aber findet man nur eine Wurzel, und da immer drey
Cubische Wurzeln statt finden, so ist kein Zweifel, daB hier nicht vier Wurzel
solten Platz haben, welche inzwischen auch auf diese Art herausgebracht
werden konnen. Dann da aus dem letzten Exempel nicht nur folget xx = 49
sondern auch xx = —49, so erhalten wir aus jenem diese zwey Wurzeln
x =17, £ =—"1 aus diesem aber bekommen wir ebenfalls: z =V —49 = 7V/—1
und = —V—49 — — 7V/—1 welches die vier Biquadratische Wurzeln sind
aus 2401. Und so verhalt es sich auch mit allen andern Zahlen.

192.

Nach diesen reinen Gleichungen folgen der Ordnung nach diejenigen, in
welchen das zweyte und vierte Glied fehlt, oder die diese Form haben:

2t + fax + g9 =0,

als welche nach der Regel der Quadratischen Gleichungen aufgelot werden
kénnen. Dann setzt man z2 =gy so hat man

yy+fy+9=0, oder yy=—fy—yg

woraus gefunden wird: y = — ; f+ V(~1~/’ f— g) Rk fes Véﬁ:f‘t 2. Da nun

xx =1y, so wird daraus x = + ]/7“ e }/_2(f_f =29 wo die zweydeutigen Zeichen +
alle vier Wurzeln angeben.

193.

Kommen aber alle Glieder in der Gleichung vor, so kann man dieselbe
immer als ein Product aus viér Factoren ansehen. Dann multiplizirt man
diese vier Factores mit einander (z—p)(x — ¢)(x —7)(x —s) so findet man
folgendes Product
#—(p+g+r+9)2a°+(pg+pr+ps+art+gs+rs)za—(pgr+pgs+prs+qrs)z+pgrs,

Leosnsrpr Eurert Opera omnia I1 Algebra 38
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welche Formel nicht anders gleich 0 werden kann, als wann einer von obigen
vier Factoren = 0 ist. Dieses kann demnach auf viererley Art geschehen,
I) wann 2 =p, IL) 2 =4, II) 2 =7, IV.) © —s, welches demnach die vier
Wurzeln dieser Gleichung sind.

194.

Betrachten wir diese Form etwas genauer, so finden wir, da in dem
zweyten Glied die Summe aller vier Wurzeln vorkommt, welche mit — #*
multiplicirt ist, im dritten Glied findet sich die Summe der Producte aus je
zwey Wurzeln mit einander multiplicirt, welches mit zz multiplicirt ist, im
vierten Glied sieht man die Summe der Producte aus je drey Wurzeln mit
einander multiplicirt, welches mit — « multiplicirt ist, und endlich das finfte
und letzte Glied enthalt das Product aus allen vier Wurzeln mit einander
multiplicirt.

195.

Da das letzte Glied das Product aus allen Wurzeln enthalt, so kann eine
solche Biquadratische Gleichung keine andere Rational-Wurzeln haben, als
welche zugleich Theiler des letzten Glieds sind, dahero man aus diesem Grund
alle Rational-Wurzeln, wann dergleichen vorhanden, leicht finden kann, wann
man fir # nach und nach einen jeden Theiler des letzten Glieds setzt und
zusieht, mit welchem der Gleichung ein Gentige geschehe; hat man aber auch
nur eine solche Wurzel gefunden, z. E. 2 =p, so darf man nur die Gleichung,
nachdem alle Glieder auf eine Seite gebracht worden, durch x —p dividiren
und den Quotienten gleich O setzen, welche eine Cubische Gleichung geben
wird, die nach den obigen Regeln weiter aufgelofit werden kann.

196.

Hierzu aber wird nun unumginglich erfordert, da8 alle Glieder aus
gantzen Zahlen bestehen, und daB das erste blos da stehe, oder nur mit 1
multiplicirt sey; kommen demnach in einigen Gliedern Briiche vor, so miiflen
dieselben vorher weggeschaft werden, welches jederzeit geschehen kann, wann
man fiir x schreibt y getheilt durch eine Zahl, welche die Nenner der Briiche
in sich schliefit:

Als wann diese Gleichung vorkime

1 1 3 1
4 3 .
z S &+ o 405—{——1—5——0,
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s0 setze man weil in den Nennern 2 und 3 nebst ihren Potestiten vorkommen
) d Y dyy dy 1
T = 50 wird % T =0
welche mit 6' multiplicirt giebt »* — 34° + 129y — 1629 + 72=0. Wollte
man nun suchen ob diese Gleichung Rational-Wurzeln habe, so miufite man

fir ¥y nach und nach die Theiler der Zahl 72 schreiben um zu sehen, in
welchen Fillen die Formel wiircklich 0 werde.

197.

Da aber die Wurzeln so wohl negativ als positiv seyn kénnen, so mubte
man mit einem jeden Theiler zwey Proben anstellen, die erste indem derselbe
positiv, die andere indem derselbe negativ genommen wiirde; man hat aber
auch hier wiederum zu bemercken, daB so oft die zwey Zeichen + und —
mit einander abwechseln, die Gleichung eben so viel positive Wurzeln habe;
so oft aber einerley Zeichen auf einander folgen, eben so viel negative Wurzeln
vorhanden seyn mtflen. Da nun in unserm Exempel 4 Abwechselungen vor-
kommen, und keine Folge, so sind alle Wurzeln positiv, und also hat man
nicht nothig einen Theiler des letzten Gliedes negativ zu nehmen.’)

198.

Es sey z. E. diese Gleichung vorgegeben 2*+ 22°— 7wz — 8z 4 12 =0.
Hier kommen nun zwey Abwechselungen der Zeichen, und auch zwey
Folgen vor, woraus man sicher schlieflen kann, da8 diese Gleichung zwey
positive und auch zwey negative Wurzeln haben miufle, welche alle Theiler
der Zahl 12 seyn muflen. Da nun diese Theiler sind 1, 2, 3, 4, 6, 12,
8o probire man erstlich mit x =41 so kommt wircklich 0 heraus, also
ist eine Wurzel = 1. Setzt man ferner v = — 1 so kommt folgendes
+1—2—7+8+12=21—9=12 und dahero giebt xr=—1 keine Wurzel.
Man setze ferner x =2 so wird unsere Formel wieder = 0, und also z =2
eine Wurzel; aber * = — 2 geht auch®) an. Setzt man weiter x =3 so kommt
81 4+ 54 — 63 — 24 4 12 =60 geht also nicht an; man setze aber v = —3

1) Siehe die Anmerkungen zu § 160 und 163. H W

2) Im Original steht irrtiimlich: ,hingegen x = — 2 geht nicht an. Nach = — 3 wird dann
auBerdem noch = —4 als Wurzel angegeben, was wiederum unrichtig ist. Die Korrektur dieser
Rechenfehler erforderte eine leichte Modifikation des Textes. H W

38*
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so kommt 81 —54— 63 4 24 4 12 =0, folglich ist = —3 eine Wurzel;
also daB alle vier Wurzeln Rational sind und sich also verhalten

L)e=1, M)yz=2, Il)zr=—2, IV.) 2=—3,

von welchen zwey positiv und zwey negativ sind, wie die obige Regel anzeigt.

199.

Wann aber keine Wurzel Rational ist, so 148t sich auch durch diesen
Weg keine finden; dahero man auf solche Mittel bedacht gewesen, um in
diesen Fillen die Irrational-Wurzeln ausdriicken zu kénnen. Hierin ist man
auch so glucklich gewesen, da man zweyerley verschiedene Wege entdeckt
habe, um zur Erkentnif solcher Wurzeln zu gelangen, die Biquadratische
(leichung mag auch beschaffen seyn wie sie wolle.

Ehe wir aber diese allgemeine Wege erortern, so wird es dienlich seyn
einige besondere Falle aufzulosen, welche ofters mit Nutzen angebracht
werden konnen.

200.

Wann die Gleichung so beschaffen ist, daf die Zahlen in den Gliedern
rickwarts eben so fortgehen als vorwarts, wie in dieser Gleichung geschiehet:

2+ ma®+ nex 4+ mx +1=0,
welche noch etwas allgemeiner also vorgestellt werden kann:
2+ max® + naaxx + matx + a* =0,

so kann eine solche Form allezeit als ein Product zweyer Factoren, welche
quadratische Formeln sind, angesehen werden und die sich leicht bestimmen
laflen: dann man setze fiir diese Gleichung folgendes Product

(xx + paw + aa) (xx + gav + aa) =0,

wo p und g gesucht werden miissen, daf die obige Gleichung herauskomme.
Es wird aber durch die wiirckliche Multiplication gefunden

o'+ (p + @ ax®+ (pg + 2)aaxw + (p + q)@*x + a*=0;

damit also diese Gleichung mit der vorgegebenen einerley sey, so werden
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folgende zwey Sticke erfordert I.) daB p 4+ ¢=m, und IL) daB pg + 2=mn,
folglich pg=mn—2.

Die erstere quadrirt giebt pp 4 2pg + q¢ = mm, davon die andere vier-
mal genommen, nemlich 4pg = 4n — 8, subtrahirt bleibt tber

pp—2pq + qq =mm — 4n 4 8,

davon die Quadrat-Wurzel ist: p —gq=V(mm —4n +8). Da nun p4g=m
so erhalten wir durch die Addition

m+VY (mm—4in+8)

2p=m 4 Vimm —4n +8) oder p=— 5

durch die Subtraction aber bekommen wir

2g —m— V(imm —4n +8) oder ¢g="" Vim "; ~4n+8)
Hat man nun p und ¢ gefunden, so darf man nur einen jeden der

Factoren = 0 setzen, um daraus die Werthe von x zu finden: der erste giebt

204 pax+aa=0 oder ro=—paxr—aa, woraus man findet
&= pa+V<ppa aa) oder x=—%qj—_a]/(%g——1>
oder x—~—~—pa+ aV(pp 4);

der andere Factor giebt aber
1 1
— 590+ yaV(lgg—4)

und also hat man die vier Wurzeln der vorgegebenen Gleichung.

201.
Um dieses zu erlautern, so sey diese Gleichung vorgegeben

2t — 40— 3rw — 4w 1 =0.

Hier ist nun a =1, m=—4, n=—3, dahero mm —4n 4+ 8 = 36 und die
Quadrat-Wurzel daraus = 6; dahero bekommen wir p= -»—%t‘j = 1 und
—4—86

q= = —5, woraus die vier Wurzeln seyn werden:
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L) und IL) @ =—

und ferner  TI1) und IV) o — 24 Lyar —°E)2L
also sind die vier Wurzeln der vorgegebenen Gleichung folgende

—1 — 3 —_1—1—=
) o= 2EV=2 ) - T2 V8

’ b4

M) o212 qv) g2V

wovon die zwey ersten imagindr oder unmoglich sind, die beyden andern
aber moglich, weil man V21 so genau anzeigen kann als man will, indem
man die Wurzel durch Decimal-Briiche ausdrickt. Dann da 21 so viel ist
als 21,00000000 so ziehe man daraus die Quadrat-Wurzel wie folget:

21i001001oo]oo (4,5825
16|

500
8
425

Da nun V21 =4,5825 so ist die dritte Wurzel ziemlich genaun » — 4,7912,
und die vierte x = 0,2087 welche man leicht noch genauer hitte berechnen
konnen.

Weil die vierte Wurzel dem I26 oder % ziemlich nahe kommt, so wird
dieser Werth der Gleichung auch ziemlich genau ein Gentige leisten; man

4 31

1 1 3 4 .
setze also = so bekommt man o, — - — - — 5+ 1= und dieses

sollte ==0 seyn, welches ziemlich genau eintrift.
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202.

Der zweyte Fall, wo eine &hnliche Auflosung statt findet, ist den Zahlen
nach dem vorigen gleich, nur da das zweyte und vierte Glied verschiedene
Zeichen haben; eine solche Gleichung ist demnach:

2+ max® + naaxe — ma*r -+ at =0
welche durch folgendes Pt;oduct kann vorgestellet werden
(xx + pax — aa)(xx + gax — aa) = 0.
Dann durch die Multiplication bekommt man

2+ (p + g) oo + (pg — 2) aswe — (p + g) a*x + a*

welche mit der vorgegebenen einerley wird, wann erstlich p + ¢=m und
hernach pg—2=mn oder pg=mn -+ 2; dann solchergestalt wird das vierte
Glied von selbsten einerley; man quadrire wie vor die erste Gleichung, so
hat man pp + 2pqg + qq¢ = mm, davon subtrahire man die andere viermal
genommen 4pqg=4n -+ 8, so bekommt man pp —2pg+ gg=mm —4n —8
woraus die Quadrat-Wurzel giebt p — ¢ = V(mm —4n —8), und daher er-
halten wir

m—Y (mm—4n—8)

2

p=" ﬂ/_(t’_{_”_;:‘-'f”f?) md g —

Hat man nun p und ¢ gefunden so giebt der erste Factor diese zwey
Wurzeln

o= Lout La¥lop + 9

und der zweyte Factor giebt diese

i 1
w=—q0+5aV(gg + 4)

und also hat man die vier Wurzeln der vorgegebenen Gleichung.

203.

Es sey z. E. diese Gleichung gegeben 2*— 3.24*+ 3-8z + 16 =0, hier
ist nun ¢ =2 und m = —38 und # =0, dahero V(mm —4n—8)=1, folglich
—841_ —8—1

p=— —1, und ¢g=——=—2 woraus die zwey erstern Wurzeln
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seyn werden =14 V5 und die zwey letztern 2 =2+ ¥8 also daB die vier
gesuchten Wurzeln seyn werden:

L) s=14+V5, I)s=1—V5, L) a=2+4+V8, IV.) x=2—V8.
Woraus die vier Factoren unserer Gleichung seyn werden
(x—1—V5)(z—1+V5)(x—2—V8)(x—2+V8),

welche wiircklich mit einander multiplicirt unsere Gleichung hervorbringen
mtilen. Dann der erste und zweyte mit einander multiplicirt geben zx —2x—4
und die beiden andern geben xx — 4x —4, welche zwey Producte wiederum
mit einander multiplicirt geben z*— 64® 4 242 4 16, welches just die vor-
gegebene Gleichung ist.

CAPITEL 14

VON DES BOMBELLI REGEL DIE AUFLOSUNG DER BIQUADRATISCHEN
GLEICHUNGEN AUF CUBISCHE ZU BRINGEN

204.

Da schon oben gezeigt worden, wie die Cubische Gleichungen durch
Hiillfe des Carbani Regel aufgeloBt werden konnen, so kommt die Haupt-
Sache bey den Biquadratischen Gleichungen darauf an, da man die Auf-
1sung derselben auf Cubische Gleichungen zu bringen wile. Dann ohne
Hulfe der Cubischen Gleichungen ist nicht moglich die Biquadratische auf
eine allgemeine Art aufzulésen: dann wann man auch eine Wurzel gefunden,
so erfordern die tibrigen Wurzeln eine Cubische Gleichung. Woraus man so-
~gleich erkennet, dall auch die Gleichungen von einem hoheren Grade die
Auflssung aller niedrigen voraus setzen.

205.

Hierzu hat nun schon vor etlichen 100 Jahren ein Italiener, Nahmens
BomseLLI,') eine Regel gegeben, welche wir in diesem Capitel vortragen wollen:
Es sey demnach die allgemeine Biquadratische (leichung gegeben

2+ ax® 4 bxx 4+ cx +d =0,

1) Im Original ist dieser Name stets PomBrLLI geschrieben. H W



