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Antwort:  auf  diese  Frage  finden  also  drey  Antworten  statt:  nach  der
ersten  war  die  Zahl  der Kaufleute  7,  nach  der  zweyten war  dieselbe  8,  nach
der  dritten  10,  wie  von  allen  die  hier  beigefügte  Probe  anzeigt

I.  II.  III.

Die  Zahl  der  Kaufleute

Ein  jeder  le^t  ein  40#
also  alle  zusammen  legen  ein  40 ##  .  .  .  .  .
das  alte  Capital  war

das  gantze  Capital  ist  40 xx + 8240
mit  demselben  wird  gewonnen  so viel  Pr.  C.
als  der  Gesellen  sind
davon  nimmt  ein  jeder  we<y  10 x

also  alle  zusammen Wxx

bleibt  also  noch  übrier

7

280
1960
8240

10200

714
70

490
224

8

320
2560
8240

10800

864
80

640
224

10

400
4000
8240

12240

1224
100

1000
224

CAPITEL  12

VON  DEE  EEGEL  DES  CAEDANI  ODEE  DES  SCIPIONIS FEEEEI

172.

Wann  eine  Cubische Gleichung  auf  gantze Zahlen gebracht  wird,  wie oben
gewiesen  worden,  und  kein  Theiler  des  letzten  Glieds  eine  Wurzel  der  Glei
chung  ist,  so  ist  dieses  ein  sicheres  Zeichen,  daß  die  Gleichung  keine Wurzel
in  gantzen  Zahlen  habe,  in Brüchen  aber  auch  keine  statt  finde, welches  also
gezeiget  wird:

Es  sey die Gleichung x*—axx + bx — c =  0  wo  a, b und c  gantze  Zahlen
«  2 7  9 3

sind,  dann  wollte  man  z. E.  setzen x= y  so  kommt  g— ^r# +  y& — c, hier
hat  nun  das  erste  Glied  allein  8  zum  Nenner.  Die  übrigen  sind  nur  durch
4  und  2  getheilt  oder gantze Zahlen,  welche also mit  dem ersten  nicht  können
0  werden,  und  dieses  gilt  auch  von  allen  ändern  Brüchen.

173.

Da  nun  in  diesen  Fällen  die Wurzeln  der  Gleichung  weder  gantze  Zahlen
noch Brüche  sind,  so  sind  dieselben Irrational und  auch  so gar  öfters  imaginär.
Wie  nun  dieselben  ausgedrückt  werden  sollen,  und  was  darum  für  Wurzel
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Zeichen  vorkommen,  ist  eine  Sache  von  großer  Wichtigkeit,  wovon  die  Er
findung  schon  vor  einigen  100 Jahren  dem  CARDANO  oder viel  mehr  dem  SCIPIONI
FERREO  zugeschrieben  worden,  welche  deswegen  verdient,  hier  mit  allem  Fleiß
erklärt  zu  werden.

174.

Man  muß  zu  diesem  Ende  die  Natur  eines  Cubi,  deßen  Wurzel  ein  Bi
nomium  ist,  genauer  in  Erwegung  ziehen:

Es sey demnach die Wurzel a +  &, so ist der Cubus davon a3 + 3aab + 3abb f 63

welche  erstlich  aus  dem  Cubo  eines  jeden Theils  besteht  und  außer  denselben
noch  die  zwey MittelGlieder  enthält,  nemlich 3aab + 3abb,  welche beyde 3ab

zum  Factor  haben,  der  andere  Factor  aber  ist a + b.  Dann 3ab  mit a-\-b

multiplicirt  giebt 3aab-{-3abb.  Diese  zwey Glieder  enthalten  also  das  drey
fache  Product  der  beyden  Theile a  und b  mit  ihrer  Summe  multiplicirt,

175.

Man  setze  nun  es  sey x = a + b  und  nehme  beyderseits  die  Cubi,  so
wird x* = a

8 +  &8 + 3 ab (a +  &)•  Da  nun a + b = x  ist,  so  hat  man  diese
Cubische  Gleichung x

3 = a
B  f  &3 + 3abx  oder x

3 = 3abx +  ß3 + fr3 von welcher
wir  wißen,  daß  eine  Wurzel  sey x = a +  &.  So  oft  demnach  eine  solche
Gleichung  vorkommt  so  können  wir  eine  Wurzel  davon  anzeigen.

Es  sey z. E. a =  2 und b = 3 so bekommt man diese Gleichung x* —18# + 35
von  welcher  wir  gewis  wißen,  daß x = 5  eine  Wurzel  ist.

176.

Man  setze  nun  ferner  a8==jp  und  68 =  g,  so  wird  a=Vp  und  6 =  l/g,

folglich  a&=Xpg;  wann  daher o  diese  Cubische  Gleichung  vorkommt

x
3 = 3xYpq -fjp -j- q

so  ist  eine  Wurzel  davon yp  +  X? •
Man  kann  aber p  und  g  immer  dergestalt  bestimmen,  daß  so  wohl

als p +  <?  einer  jeden  gegebenen  Zahl  gleich  werde,  wodurch  man  im
Stand  gesetzt  wird,  eine  jede  Cubische  Gleichung  von  dieser  Art  aufzu
lösen.
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177.

Es  sey dahero  diese allgemeine  Cubische Gleichung vorgegeben x* = fx + g-

Hier  muß  also f  verglichen  werden  mit 3Vpq,  und g  mit p  + q;  oder  man
muß p  und q  so  bestimmen,  daß 3Ypq  der  Zahl  /*,  und p  f q  der  Zahl g

gleich  werde,  und  alsdann  wißen  wir,  daß eine Wurzel unserer  Gleichung  seyn
werde x = Yp  +Vgr

178.

Man  hat  also  diese  zwey  Gleichungen  aufzulösen

L)  3)^2 = /  und  II) p + q = g.

Aus  der  ersten  hat  man Ypq  = ~  und p q = ~ = -^ f*  und ±pq = ^f*;

die  andere  Gleichung  quadrire  man,  so  kommt pp  f %pq + qq = 99]  davon

subtrahire  man 4pq = ^f^9  so  wird pp  — %pq-\-qq = gg— ^ f
B  woraus  die

QuadratWurzel  gezogen  giebt p — q = y ( g g  — g?/*3)  ^a nun
 & ~^~ %

 === ^?  so

wird 2p = g + y ( g g  — ̂ /?3)  und 2q = g — y (gg  — ~f*\  dahero erhalten wir

i? i r \*7 v 2 7 ' / l
P _ i__^ /. Un(J

2 *

179.

Wann  also  eine  solche  Cubische  Gleichung  vorkommt x
3 = fx  +  0?  die

Zahlen  /* und # mögen  beschaffen  seyn  wie  sie  wollen,  so  ist  eine Wurzel  der
selben  allezeit

-f/g+y{gg*f*\

x = y ———— H

woraus  erhellet  daß  diese Irrationalität  nicht  nur  das  QuadratWurzelZeichen
sondern  auch  das  Cubische  in  sich  faße,  und  diese  Formel  ist  dasjenige  was
die  Eegel  des  CAEDANI  genennt  zu  werden  pflegt.

180.

Wir  wollen  dieselbe  mit  einigen  Exempeln  erläutern.

Es  sey y? = Gx +  9  so ist hier f =  6 und g = 9,  allso gg = 81, f  = 216

und  ^/>3 =  32.  Dahero g g — ^/*3 = 49  und y(gg  — ^f
3
}  =  7;  dahero  wird

37*
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f g | rr -i^/O _ 7

-y — hl/1-^— > ^as

ist  ^=]//Y + fl=f8 + fl  oder  a? =  2 +  l =  3.  Allso  ist  z = 3  eine

Wurzel  der  vorgegebenen  Gleichung.

181.

Es  sey  ferner  gegeben  diese  Gleichung  #3 = 3# +  2,  so  wird  f=3  und

g =  2,  allso  ## =  4, f* = 27 und ^/3 =  4;  folglich  die Quadrat Wurzel  aus

g g  — 27 /*3 =  0;  dahero  eine  Wurzel  seyn  wird

182.

Wann  aber  gleich  eine  solche  Gleichung  eine  rationale  Wurzel  hat, so
geschieht  es  doch  öfters,  daß  dieselbe  durch  diese  Kegel  nicht  gefunden  wird
ob  sie  gleich  darinnen  steckt.

Es  sey  gegeben  diese  Gleichung  #3 = Qx +  40, wo x =  4  eine Wurzel ist.
Hier  ist  nun f=6  und  # = 40  ferner  ##=1600  und ~f*=32,  also

00— /ff=1568  und  ]/(00 — ̂ 7 T) =  1/1568 1/44 49 2 =  281/2;  folglich

ist  eine  Wurzel

welche  Formel  würcklich  4  ist,  ohngeacht  solches  nicht  sogleich  daraus  er
hellet.

Dann  da  der  Cubus  von  2 + X2  ist  20 +  14]/2,  so  ist  umgekehrt  die
Cubic Wurzel  aus  20 +  141/2  gleich  2 +  1/2,  und  eben  so  auch

1 (̂20 — 141/2)  —  2—) /2 ,

hieraus  wird  unsere  Wurzel x =  2 +  /2 +  2 — }/2 = 4.

183.

Man  kann  gegen  diese Eegel  einwenden,  daß  dieselbe  sich  nicht  auf  alle
Cubische  Gleichungen  erstrecke,  weil  darinnen  nicht  das  Quadrat  von x vor
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kommt,  oder  weil  darin  das  zweyte Glied  fehlt.  Es  ist  aber  zu mercken,  daß
eine  jede  vollständige  Gleichung  allezeit  in  eine  andere  verwandelt  werden
kann,  in  welcher  das  zweyte Glied  fehlt,  und  worauf  folglich  diese  Eegel  an
gewandt  werden kann.  Um dieses zu  zeigen,  so sey  diese vollständige Cubische
Gleichung  vorgegeben y? — Qxx +  11# — 6 =  0.  Da  nehme  man  nun  den
dritten  Theil  der  Zahl  6  im  ändern  Glied  und  setze x — 2 = y\  so  wird
# = y +  2,  und  die übrige  Eechnung  wie  folget:

da x = y-}-2, xx = yy + ky + 4  und x* = t/3 + &yy + 12t/ + 8,  so ist

h 8

— Qxx =  — Qyy — 24y — 24

+ llx =  + lly + 22

—  6=  —  6

X
B  — 6xx-{-llx—6  =  #3  — y»

Dahero  erhalten  wir  diese Gleichung y
5— y = 0  deren Auflösung so gleich

in  die  Augen  fällt:  dann  nach  den  Pactoren  hat  man

y(yy — *) = y(y +  1)(^/ — i) == o;
setzt  man  nun  einen  jeden  Factor  gleich  0  so  bekommt man:

U =  2, \x=  l,  U  — 3

welches  die  drey  schon  oben  [§ 158]  gefundenen  Wurzeln  sind.

184.

Es  sey  nun  diese  allgemeine  Cubische  Gleichung  gegeben:

x* + <*>xx + bx + c = 0

aus  welcher  das  zweyte  Glied  weggebracht  werden  soll.
Zu  diesem Ende  setze  man  zu x  den  dritten  Theil  der Zahl  des  zweyten

Glieds  mit  ihrem  Zeichen  und  schreibe  dafür  einen  neuen  Buchstaben  z. E. y,

dieser  Eegel  zufolge  werden wir haben x + ^
a = V  und  also x =y — ̂  a woraus

die  folgende Eechnung  entsteht:
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x=y—yß, xx = yy—~ay-\-~aa  ferner o^ = y
n
°—ayy + ̂ aay — ~a^;  also

= y* — <*>yy + ~aay~^

•= + ayy — ̂ aay + ^-a*

in  welcher  Gleichung  das  zweyte  Glied  fehlt.

185.

Nun  kann  man  auch  des  CARDANI Regel  leicht  auf  diesen Fall  anwenden.
Dann  da  wir  oben  die  Gleichung hatten  #3 = fx  + g  oder  #3 — fx  — g = 0,
so  wird  für  unsern Fall f== ~aa — &,  und g =  — ™a3 + -ab — c.  Aus diesen
für  die  Buchstaben f  und g  gefundenen  Werthen  erhalten  wir  wie  oben:

y=Y —L^L_^_/_ + 2

und  da  solcher  Gestalt y  gefunden  worden,  so  werden wir  für  die vorgegebene
Gleichung  haben x = y  — -^a.

186.

Mit  Hülfe  dieser  Veränderung  sind  wir  nun  im  Stande  die Wurzeln  von
allen  Cubischen  Gleichungen  zu  finden,  welches  wir  durch  folgendes  Exempel
zeigen  wollen.  Es  sey  demnach  die  vorgegebene  Gleichung  folgende

x* — Qxx + 13x —12 = 0.

Um  hier  das  zweyte  Glied  wegzubringen,  so  setze  man x — 2 = y,  so  wird:

x = y + 2, xx = yy + ty + 4,  ferner x* = / + §yy +  12 y + 8,  also

=  — §yy  — 24y — 24
2/ +  26

—  12 =  — 12
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oder y
3 =  — y + 2, welche mit der Formel x* = fx  + g verglichen giebt f =  — l,

g = 2;  also  ## = 4, und ̂ /* =  — ̂ .  Also gg — ~/"3 =  4 + ~ = ~;  dahero

erhalten  wir ]/ (## — ̂ /*) = ]/— = ^~  woraus  folget

_ , „der , _ + 1 , oder

, „der  j,_|^(27 + 61/21) + |y(27 61/21);

*und  hernach  bekommt  man x = y +  2.

187,

Bey  Auflösung  dieses  Exempels  sind  wir  auf  eine  doppelte Irrationalität

gerathen,  gleich  wohl  muß  man  daraus  nicht  schließen,  daß  die  Wurzel

schlechter  Dinges  Irrational  sey,  indem  es  sich glücklicher  Weise  fügen  könnte,

daß  die  Binomie  27 +  6 V 2l  würckliche  Cubi  wären.  Dieses  trift  auch  hier

zu,  dann  da  der  Cubus  von *±¥*±  dem  216+
g

48T/21  =  27 +  61/21  gleich  ist,  so

ist  die  Cubic Wurzel  aus  27 +  61/21  gleich ^LYl^  und  die  Cubic Wurzel  aus

27 — 61/21  gleich  3 """2  .  Hieraus  lalso  wird  der  obige  Werth  für y  seyn

l + L = i.  Da nun  — l  so bekommen wir

o? =  3,  welches  eine Wurzel  ist  der  vorgegebenen  Gleichung.  Wollte  man  die

beyden  ändern  auch  finden  so  müßte  man  die  Gleichung  durch x — 3  divi

diren,  wie  folget

x — 3) x* — 6xx + I3x — 12 (xx — 3x +  4

x* — 3xx

— 3xx

— 300+  90

+  4# — 12

+  4fl — 12

Ö
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und  diesen  Quotienten xx — 5x +  4 =  0  setzen,  also  daß xx = 3x — 4  und

x = ~- ± "|/(~ — ̂ 6) = ~ ± ]/— ~,  das ist  a? = 3i|~7.  Dieses  sind  nun die

beyden  ändern  Wurzeln  welche  beyde  imaginär  sind.

188.

Es  war  aber  hier  ein  bloßes  Glück,  daß  man  aus  den  gefundenen  Bi
nomien  würcklich  die  CubicWurzel  ausziehen  konnte,  welches  sich  auch  nur
in  denen  Fällen  ereignet,  wo  die  Gleichung  eine  EationalWurzel  hat,  die
dahero  weit  leichter  nach  den  Eegeln  des  vorigen  Capitels  hätte  gefunden
werden können;  wann aber  keine EationalWurzel  statt  findet,  so kann  dieselbe
auch nicht  anders  als  auf  diese Art  nach  des  CARDANI Eegel ausgedruckt werden
so  daß  alsdann  keine  weitere  Abkürtzung  Platz  findet,  wie  z. E.  in  dieser
Gleichung  geschiehet  #8 = Gx + 4,  wo f=Q  und  # = 4.  Dahero  gefunden
wird x = f (2 + 2V— 1) +  f(2 — 2V— 1)  welche  sich  nicht  anders  aus
drücken  läßt.

CAPITEL  13

VON  DEE  AUFLÖSUNG  DEE  GLEICHUNGEN  DES  VIEETEN  GEADES
WELCHE  AUCH  BIQUADEATISCHE  GLEICHUNGEN  GENENNT WEEDEN

189.

Wann  die  höchste  Potestät  der  Zahl x  zum  vierten  Grad  hinauf  steiget,
so  werden  solche  Gleichungen  vom  vierten  Grad  auch Biquadratische  genennt,
wovon  also  die  allgemeine  Form  seyn  wird:

x* + ax* + bxx + ex + d = 0,

von  diesen  kommen  nun  zu  allererst  zu  betrachten  vor  die  so  genanten
reinen  Biquadratischen  Gleichungen,  deren  Form  ist x* = f  woraus  man  so
gleich  die Wurzel  findet  wann  man  beyderseits  die Wurzel  vom  vierten  Grad
auszieht,  da  man  dann  erhält x = v f.

190.

Da  #4  das  Quadrat  ist  von xx  so  wird  die  Eechnung  nicht  wenig  er
läutert,  wann  man  erstlich  nur  die  QuadratWurzel  ausziehet,  da  man  dann


